Der Frequenzsatz von Kalman-Jakubovich
mit einer Anwendung
zur Abschatzung singulirer Werte

Tobias Damm

8. Januar 1997



Inhaltsverzeichnis

1 Der Frequenzsatz von Kalman-Jakubovich
1.1 Einfithrung . . . . .. .o o
1.2 Die Frequenzbedingung und ihre Notwendigkeit . . . . . . . ... ... ...

1.3 Der Frequenzsatz . . . . . . . . . .. e
2 Der Beweis des Frequenzsatzes nach Rantzer

3 Faktorisierungssétze fiir Matrixpolynome
3.1 Formulierung der Faktorisierungssdtze . . . . . . .. ... .. ... ... ..
3.2 FEin Lemma von Ljubachevskij . . . . . . . ... ... ... ... .. ...

3.3 Beweis der Faktorisierungssdtze . . . . . . . .. ... o oo

4 Der Beweis des Frequenzsatzes nach Jakubovich
4.1 Hilfssdtze . . . . . . e

4.2 Beweis des Frequenzsatzes . . . . . . . . . . . . ... .. e
5 Frequenzmethoden zur Abschiatzung singulidrer Werte

Literaturverzeichnis

11

11

14

17

22

22

25

29

35



1

Der Frequenzsatz von
Kalman-Jakubovich

1.1 Einfiihrung

Der Frequenzsatz von Kalman-Jakubovich (oder auch von Kalman-Popov-Jakubovich),
ist ein Satz aus der Kontrolltheorie. Die Ausgangssituation ist folgende: Man mé&chte das
System

T = Az + Bu Ae K™, BelK™™™
y=Cuz mit C e KP*" (1.1)
u=¢(y,t) ¢ KP xR —= K"

beispielsweise auf Stabilitit untersuchen. Brauchbare Resultate kénnen erzielt werden,
wenn man die Nichtlinearitdt ¢ durch eine Nebenbedingung in Gestalt einer hermiteschen
Form G(y, u) ersetzen kann:

&= Az 4+ Bu, wobei G(y,u) <0. (1.2)

Die Stabilitdtsuntersuchung lduft nun im wesentlichen auf die Konstruktion oder den Nach-
weis der Existenz einer Ljapunovfunktion hinaus, und es ist wiederum naheliegend, daf§
man sich bei der Suche nach Ljapunovfunktionen auf eine spezielle Klasse von Funktio-
nen beschrinken muf. In unserem Rahmen ist das die Klasse der hermiteschen Formen
V(z) = 2* Hz mit hermiteschem H. Die Bedingung an eine Ljapunovfunktion des Systems
(1.2) ist

V =2Rez*H(Az + Bu) <0 fiir G(y,u) < 0. (1.3)

Probleme bereitet die Anwesenheit der Nebenbedingung G/(y, u) < 0, doch 1d8t sich (nach
[Jak77]) Bedingung (1.3) umformen in

2Rez*H(Az + Bu) — G(y,u) <0 fiir alle z,u. (1.4)

Der Aquivalenz von (1.3) und (1.4) liegt dabei ein Trennungssatz fiir konvexe Gebiete zu-
grunde. Nach Sdtzen von Hausdorff und Dines (vgl. ebenfalls [Jak77]) ist der numerische
Wertebereich eines Paares hermitescher Formen, aufgefafit als Zahlenpaar, eine konvexe
Teilmenge des R?. Bedingung (1.3) besagt, daf die zu den beiden dortigen Formen zu-
gehorige konvexe Menge den vierten (Siidost-)Quadranten nicht trifft, also von diesem
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durch eine Gerade getrennt werden kann. Nach geeigneter Normierung erhidlt man die
dquivalente Bedingung (1.4).

Auf diese Situation bezieht sich der Frequenzsatz. Er besagt fiir kontrollierbare Systeme,
daf} eine hermitesche Matrix H, die (1.4) erfiillt, genau dann existiert, wenn G auf dem
Graphen der Frequenzmatrix des Systems stets positiv semidefinit ist.

Wir werden zwei Beweise fiir diesen wichtigen Satz geben. Der erste Beweis wurde von
Rantzer im laufenden Jahr verdffentlicht und ist erstaunlich kurz und einfach. Er arbei-
tet mit einem dhnlichen Trennungsargument wie dem oben beschriebenen, wobei die zu
trennenden Mengen in h&herdimensionalen R&umen liegen; der entscheidende Schritt in
Rantzers Beweis ist, diese Mengen zu identifizieren. Der zweite Beweis ist ein klassischer
konstruktiver Beweis von Jakubovich, der sich auf Faktorisierungssitze fiir Matrixpoly-
nome stiitzt. Ein &hnlicher Beweis findet sich auch in [Popov73].

1.2 Die Frequenzbedingung und ihre Notwendigkeit

Wir betrachten das System # = Az+Bu mit dem speziellen Eingang u = uge’?. Dann sind

Zustand und Ausgang des Systems ebenfalls von der Gestalt z = zge™? und y = yoe?.
Die Transformation ug — yo wird durch die Frequenzmatrix
x(iw) == C(iwl — A)~'B e ¢P*™
beschrieben:
b (i T — AV-1R, b — (isT — AV-1 13
zo = (iw] A). Buo , alsoauch " (zu{I A)™ Bu . (1.5)
yo = Czg = x(iw)ug y = x(iw)u
Wir setzen

Ay =AM — A, (X)) :=det Ay

Alle Polstellen von x sind Nullstellen von ¢, insbesondere ist §(A)x(A) ein Matrixpolynom,
dessen Grad kleiner als n ist. Die hermitesche Form G/(y, u) habe die Gestalt

Glyu) = (v*, ) ( @ ¢ ) ( / ) ; (16)

entlang des Graphen der Frequenzmatrix 148t sie sich als Form nur in u schreiben:

G(X(iw)u,u) = m(;(&iw)x(iw)u,(s(iw)u) (1.7)
o ( §(iw) x (iw) )* ( Go G ) ( 5 (iw) x (iw) )u
|0 (iw)|? S(iw) I GYf T d(iw) I '

=: d(iw)

Fiir Losungen gemdf (1.5) gilt aber Az + Bu = & = 4wz, somit verschwindet in (1.4)
der erste Summand fiir beliebige hermitesche H, und als notwendige Bedingung fiir die
Erfiillbarkeit von (1.4) erhalten wir:

Vw € R mit §(iw) #0, VYu e K" G(X(iw)u,u) >0, (1.8)
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also mit der in (1.7) eingefiithrten Funktion &
Vwe R : @(iw)>0. (1.9)

Man bezeichnet eine solche Bedingung als Frequenzbedingung. Der Frequenzsatz besagt,
daf diese Frequenzbedingung fiir kontrollierbare Systeme tatsichlich sogar hinreichend fiir
die Existenz eines gewiinschten H = H* ist, d.h. fiir die asymptotische Stabilitit des Sy-
stems. Ein Vorteil solcher Frequenzkriterien ist, daf} sie sich experimentell durch Anregung
eines gegebenen (physikalischen) Systems mit verschiedenen Frequenzen iiberpriifen lassen.

1.3 Der Frequenzsatz

Wir stellen nun die jeweiligen Fassungen des Frequenzsatzes gem&f Jakubovich und Rant-
zer vor. Beide sind im wesentlichen dquivalent.
In [Jak73] wird der Frequenzsatz als Aquivalenz dreier Aussagen formuliert.

Satz 1.1 Es seien A € K**", B € K", C € KP*" und G : KP x K™ — R eine
hermitesche Form. Das Paar (A,B) sei kontrollierbar.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) : Fiir alle w € R mit iw ¢ 0(A) und alle u € K™ ist G(C(iw[ — A)~! Bu, u) > 0.
(b) : Es existiert eine hermitesche Matrix H € IK"*" | so daB gilt:

Ve € K" u € K™: 2Rex™H(Az+ Bu) — G(Cz,u) < 0. (1.10)
(c) : Es existieren H = H* € K", h € K**"™ und k € K™*™, so da8 gilt:

Vz e K", u € K™: 2Rez*H(Az+ Bu) — G(Cz,u) = — ‘h*m + H’U‘Q . (111

Interessant ist insbesondere die Aquivalenz von (a) und (b), wobei wir bereits nachgewiesen
haben, daf (a) aus (b) folgt. Daf (b) von (c) impliziert wird, ist offensichtlich. Andererseits
weist (c) bereits den Weg fiir den Beweis und die Konstruktion der gesuchten hermiteschen
Matrix, wie wir spater sehen werden.

In der Arbeit [Ran96] wird der Frequenzsatz in folgender Form (allerdings nur in der
reellen Fassung) bewiesen:

Satz 1.2 Es seien A € K", B € K™™ und M = M* ¢ K"t)*x(+m) - Dag Paar
(A, B) sei kontrollierbar und A habe keine imagindren Eigenwerte. Dann sind dquivalent

o oanv-1r\* Cr =1
(a) : Fiir alle w € R ist ((zw[ IA) B) M((Zwl IA) B) <0.
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*
(b) : Es gibt ein H = H* € K™, so da8 M + Re ( A Ié*—}}{HA I_{)B ) <0.
Im Falle strikter Ungleichungen gilt die Aquivalenz auch, wenn (A, B) nicht kontrollierbar

1st.

Die Aussagen (a) und (b) aus Satz 1.1 lassen sich in die entsprechenden Aussagen in Satz

1.2 umformen, wenn man
1 ( C*GoC' G )

M==1 @& o1

setzt. Wird zudem (A, B) als kontrollierbar vorausgesetzt, so kann nach dem Polzu-
weisungsprinzip ohne Einschrinkung angenommen werden, dal A keine imagindren Ki-
genwerte hat, da sich die gesuchte Matrix H bei Riickkoppelungstransformationen nicht
dndert.

Wir beweisen schon jetzt eine einfache aber wichtige Zusatzbehauptung:

Korollar 1.3 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1.1(a). AuBerdem seien Gy < 0
und das Paar (A, ') beobachtbar. Dann gilt fiir die Matrix H aus (b) bzw. (c):

H >0, fallso(A)cCC_
H <0, fallso(A)CCy.

Beweis: Wir betrachten in Satz 1.1 (b) den Fall u = 0, also die Ungleichung
HA+ A*H — C*GoC <0.

Wegen C*GoC < 0 ist daher bekanntlich H > 0, falls o(A) ¢ €, und H < 0, falls
o(A) CcCT.
Es sei nun 2 € KernH. Dann gilt

0=a*(HA+ A*H)z = o* (C*GoC)a

und mit G < 0 folgt insbesondere z*C*GoCz = 0, also Cz = 0 (d.h. KernH C KernC).
Damit folgt weiter
HAz = —A*Hz 4+ C*GoCz = 0,

d.h. Kern H ist A-invariant.
Wire KernH # {0}, so gidbe es zu A einen nichttrivialen Eigenvektor zq € KernH C
KernC'. Dies widerspricht dem Hautus-Kriterium fiir Beobachtbarkeit. a
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Der Beweis des Frequenzsatzes
nach Rantzer

Wir skizzieren die zentrale Idee im Beweis von Rantzer, ehe wir die technischen Details
darlegen.

In Abschnitt 1.2 wurde benutzt, daB bei dem speziellen Eingang u = uge’* genau fiir die
Losungen z = (iwl — A)~'Bu der Realteil des Produktes z*(Az + Bu) = 0 verschwindet.
Im Beweis von Rantzer wird ausgenutzt, dal auch der Realteil des vertauschten Produk-
tes z(Ax + Bu)* € K™*" verschwindet. Ist daher ¢ die Auswertung der hermiteschen
Form aus (a) an einer Stelle (z,u) mit z = (iwl — A)~'Bu, so besagt (a), daB das Paar
(q, Rez(Az + Bu)*) in einer negativen Halbachse des Raumes R x IK"*" enthalten ist
und insbesondere nicht die zugehdrige (echt) positive Halbachse ]0,00[ x{0,x,} trifft.
Dariiberhinaus 148t sich zeigen, dal auch die konvexe Hiille aller genannten Paare diese
positive Halbachse nicht trifft und folglich von dieser durch ein lineares Funktional getrennt
werden kann. Dieses Funktional wird durch ein Element (1, H) € R x IK"*" dargestellt,
wobei sich herausstellt, dal H die gesuchte Matrix ist.

Das matrizentheoretische Fundament fiir den skizzierten Beweis liefern folgendes elemen-
tare Lemma und seine Korollare.

Lemma 2.1 FEs seien S und T komplexe Matrizen gleicher Gréfle. Es gilt SS* = TT*
genau dann, wenn eine unitire Matrix U existiert, so dal S = TU.

Beweis: Esist klar, daf die Beziehung S = TU mit U*U = I die Gleichheit SS* = TT*
impliziert. Wir zeigen die Umkehrung. Wegen

Kern S* = Kern S8* = KernTT* = Kern T*

gibt es eine unitire Matrix R, deren letzte Spalten den (Rechts-)Kern von S* und T*
aufspannen, so daf3

S*R:(Sl*,o) und T*R:(Tl*,o).

Auflerdem existieren unitdre Matrizen Lg und Lr, deren letzte Zeilen die jeweiligen Links-
kerne aufspannen, so daf}

* *
LsS*R = ( 551 8 ) und  LrT*R = ( Tél 8 ) (2.1)
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- -1
mit nichtsinguliren Matrizen S1; und Ty; gleicher GréBe. Wir setzen U = T} (S{kl) .

Dann ist
O 1 T (I Y A S¥O0 ) 4
T_LT(OOR_LTOI ooR

5 . 5
= L?((é (})LSLg(Soﬂ 8)3*:@(% (})LSS*.

= U*
Es geniigt nun zu zeigen, daf U (und damit UU) unitir ist. Dies folgt aus (2.1) wegen

( SuSt 0) — R*SS*R = R*PT*R = ( SulU*st 0 )
0 0 0 0

und der Invertierbarkeit von Si;. a

Korollar 2.2 FEs seien S und T komplexe Matrizen gleicher GréfBe.
Es gilt ST* +TS* = 0 genau dann, wenn eine unitire Matrix U existiert, so daB

SUI+U)=T(I-U).

Sind insbesondere S, T € C" Vektoren mit T # 0, so ist U # —1 eine komplexe Zahl vom

Betrag 1, und es gilt
I1+U
S=T_7

Tl = iwT (2.2)

mit einem w € R.
Beweis: Wegen
(T+S)(T+S8)" = TT*+ST*+TS* + S8*
ist ST* + TS* = 0 dquivalent zu
(T = S)(T = 8)* = (T +S)(T+9)",

und nach Lemma 2.1 ist dies dquivalent zu der Existenz einer unitiren Matrix U mit
(T'=S)=(T'+S)U also S(I+U) =T(I — U) wie behauptet. ]
Das néchste Korollar spielt eine entscheidende Rolle im Beweis des Frequenzsatzes.
Korollar 2.3 Fs seien S und T komplexe Matrizen gleicher GréBe. Fiir eine positiv
semidefinite Matrix W € C"*" (mit passendem r) gelte

SWT* +TWS* = 0. (2.3)
Dann hat W die Gestalt

W= Z 'wj‘w;(, wobei fiir alle j gilt S'wj'w;-kT* + T'ij;‘S* =0. (2.4)
j=1
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Beweis: Mit Hilfe der (hermiteschen) Quadratwurzel von W schreiben wir Voraussetzung
(2.3) als

* *
0= SWIWIT*+TWiW2S* = SW= (TW=) +TWz (Swz).
Aus Korollar 2.2 folgt die Existenz einer unitdren Matrix U, so daf§
1 1
SW2(I+U) = TWz2(I-U).

Da alle Eigenwerte von U den Betrag 1 haben, 146t sich U darstellen als

U=> Uwujul mit u; €C”und U; €C, |Uj| = 1.
7=1

Setzt man nun wy 1= 183 uj, soist W =377 'wj‘w;‘, und es gilt

o=

Swi(1+U;) = SWz (I+U)u, = TW2 (I —U)u; = Tw;(1-Uj;).

Damit ist entweder Sw; = 0, oder Sw; ist ein imagindres Vielfaches von T'w;. In beiden
Fillen folgt (2.4). ]

Beweis von Satz 1.2:
Wir werden (a) durch eine Kette dquivalenter Umformulierungen in (b) umformen.
Nach (a) besteht die Ungleichung

q(z,u) = (r*,u*)M(i) <0

fiir alle Paare (z,u) mit 2 = (iwl — A)~! Bu, was gleichbedeutend ist mit Az + Bu = iwz.
Nach Korollar 2.2 ist letztere Bedingung dquivalent dazu, daf gilt

S(z,u) := z(Az + Bu)* + (Az + Bu)z* =0 € K"*".
Es ist also ¢(z,u) < 0, falls S(z,u) = 0, und (a) 148t sich &quivalent so schreiben:

{ (g(z,0), S, w) | (z,u) e K* x K™} 1 ]0,00[x{00xn} = 0. (25)

Wir zeigen nun, dafB in (2.5) Bild (¢, S) durch seine konvexe Hiille ersetzt werden kann,
daf} also gilt

conv Bild (¢,S)N ]0,00[ = 0. (2.6)

[
Wegen A2 (q(a@,u),S(m,u)) = (q(/\$,)\u),5()\ac,/\u)) fiir beliebige A € €, 148t sich jede
Konvexkombination K von Elementen aus Bild (¢, S) mit passenden (z;,u;) € K* x K™
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und (X) = ( Lot ON ) folgendermafen schreiben:
U Uy v UN

E( T, ] ( ) 2Re,r](A:U]—|—Bu])) (2.7)

Jj=1

¥
(Spul X* U* (U) . 2Re (XX*A* +XU*B*))

L R A )

Angenommen K ldge in ]0,00[, dann wire einerseits

[
—_

N
Z (q (Tk, ur), S(wr, Uk))
N

(I,O)W(gi) n (A,B)W(é) =0 mit W= (5) (X*,U*),

und nach Korollar 2.3 kénnte ohne Einschrinkung angenommen werden, daf in (2.7) be-
reits in jedem Summanden die zweite Komponente verschwindet.
Andererseits wire fiir mindestens einen Summanden die erste Komponente positiv, und
dieser Summand gehdrte daher zu Bild (¢, 5)N]0,00[ im Widerspruch zu (2.5). Damit
folgt die Aquivalenz von (2.6) und (a).
Aussage (2.6) ist ihrerseits dquvalent zu der Existenz eines nichttrivialen linearen Funktio-
nals [ : R x K"*" — K, mit Re/ < 0 auf Bild (¢,S) und [ > 0 auf ]0,00[. Es sei dieses
Funktional definiert durch ein Element (h, H) € R X IK™*" und das iibliche (elementweise)
Skalarprodukt, also

l(q,S) := hq+ Spur HS.
Wegen S = S* fiir (¢,5) € Bild (¢, 5S) kann H hermitesch gew#hlt werden. Mit [ > 0 auf
10,00 ist auch A > 0, und aus Rel! < 0 auf Bild (¢, 5) folgt fiir alle (z,u) € K" x K™:

0 > hqg(z,u)+ ReSpur HS(z, u)

= h(gg*7u*) ( )—|—ReSpurH( (AJc—I—Bu) ‘|‘(A$—|-Bu)x*)

= h<$*,u*)M<$) + Re (ac*A*Hm +u*B*Hz + z*HAz + ac*HBu)
U

(«*,u%) (hM+Re ( A*gﬁHHA HOB )) (z) (2.8)

Es bleibt noch zu zeigen, dafi A nicht Null ist. An dieser Stelle kommt die Kontrollierbarkeit
ins Spiel.

Wir nehmen A = 0 an. Transformiert man H := UHU™! = diag (HH,O), so dafl Hqq
nichtsingulér ist, und entsprechend

bt 12111 12112 -1 5 By ~ T ~
A= ~ ~ =UAU™", B= =UB, z=|_. | =U=z, u=u,
( A A ) B2 T2
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so ist auch (A, B) kontrollierbar, und Ungleichung (2.8) hat mit den neuen GréBen die
Gestalt

Z1 * AT1H11+H11A11 Hi Ay Hy By Z1
0 Z Re ;fz A)leHu 0 0 4%2
i BfHyy 0 0 i

= j)lk (A)llell + Hlllell)il + 2Re ;f)lkHllfilg.%g + 2Re .'f)lkHllél’fL
fiir alle (z, %) € K" x IK™. Daraus folgt A2 =0 und By = 0, wie man durch die Wahl
Tg = ozflszuml, u=0 bzw. x9=0, u= O{B;Hn;rl

fiir grofle o > 0 erkennt. Dies widerspricht jedoch der Kontrollierbarkeit von (/L B)
Also ist A # 0 und kann auf 1 normiert werden, so da (b) dquivalent zu (2.8) ist.

Im Falle strikter Ungleichung kann man wie oben argumentieren. Bedingung (2.5) 148t
sich dann schreiben als

{ (a(z,w), S, w) | JaP+]u=1} n[0,00] = 0.
=: Bildg(q, S), kompakt

Wie oben lassen sich die beiden Mengen links durch ein Funktional / trennen, und wegen
der Kompaktheit von Bildg(g, S) kann Rel echt negativ auf Bildg(q, S) gew#dhlt werden.
Somit erhdlt man in (2.8) eine strikte Ungleichung fiir (z,u) # (0,0), und es folgen direkt
p # 0 und die strikte Ungleichung in (b). O
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Faktorisierungsséitze fiir
Matrixpolynome

Die Eleganz des im vorigen Kapitel vorgestellten Beweises von Rantzer tritt erst richtig
zu Tage, wenn man sieht, welche aufwendigen technischen Mittel in friithere Beweise ein-
geflossen sind.

Das wichtigste solche Hilfsmittel in verschiedenen Beweisen des Kalman-Jakubovich-Lem-
mas (z.B. nach [Jak73] oder [Popov73]) ist ein Faktorisierungssatz fiir eine spezielle Klasse
von Matrixpolynomen, welchen wir in diesem Abschnitt in einer recht allgemeinen Gestalt
formulieren und beweisen wollen.

Mit Hilfe des Faktorisierungssatz 1afit sich das urspriinglich quadratische Problem (1.4)
auf ein lineares zuriickfiihren, und die Art in welcher dies geschieht, bietet einen anderen
konstruktiven Zugang zum Frequenzsatz. Dariiberhinaus ist die Vorgehensweise auch auf
andere Probleme iibertragbar, so dafl der Faktorisierungssatz von eigenstindiger Bedeu-
tung ist.

3.1 Formulierung der Faktorisierungssitze

Definition 3.1 Es seien Ag,..., Ay € K"*" mit Ay # 0. Dann ist A(\) = Ag +
M +...+ MV Ay ein Matrixpolynom vom Grade N, d.h. eine Matrix deren Eintrige
Polynome vom Grade héchstens N iiber K sind. Wir setzen

ANY = AF 4+ (AT + .+ (VAL

d.h. die Koeffizientenmatrizen von A(X)Y sind hermitesch transponiert zu denen von A(\)
und das Argument \ wird durch —X ersetzt. Wir schreiben auch A(A)Y = A*(-)), wobei
zu beachten ist, daB A*(\) # A(N)*.

Gilt A(A\)Y = A()), so nennen wir A parahermitesch. Fine Transformation der Ge-
stalt A — RY AR bezeichnen wir als parahermitesche Transformation, und wenn
zusdtzlich gilt R € K[A]"*"™ und det R = const. # 0, so nennen wir sie unimodular.
Matrixpolynome, die durch parahermitesche Transformationen zusammenhdngen, heiflen
kongruent bzw. unimodular kongruent.

11
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Wir formulieren nun den Faktorisierungssatz in der Form, wie er im Beweis des Kalman-
Jakubovich-LLemmas ben6tigt wird:

Satz 3.2 Es seien A(X) € IK[A]"*" ein parahermitesches Matrixpolynom und
det AN =9p(N)Y9(A)  mit  P(A) € K[A]
eine vorgegebene Faktorisierung der Determinanten von A(\). Eine Faktorisierung
AN = RAVR(N)  mit  R(\) € K[\, deg R(\) = %deg A(N)
und
det R(A) = ¢(A), falls K =C  bzw. det R(A\) = +9()), falls K =R,

existiert genau dann, wenn A(X) auf der imagindren Achse positiv semidefinit ist, also

Vw e R : A(iw) > 0. (3.1)

Wir werden in der Tat ein allgemeineres Resultat beweisen als Satz 3.2, ndmlich den Fak-
torisierungssatz von Gohberg, Lancaster und Rodman [Gol.aRo82] fiir Matrixpolynome
mit konstanter Signatur auf der imagindren Achse, der eine Verallgemeinerung des Sylve-
sterschen Trigheitssatzes fiir Matrixpolynome darstellt.

Satz 3.3 Es seien A(X) € IK[A]"*" ein parahermitesches Matrixpolynom und
det AN =2 (M) () mit (N € K[)\]

eine vorgegebene Faktorisierung der Determinanten von A()). Eine konstante Diagonal-

matrix J = diag (Ip, —In_p) € IK™*™ und eine Faktorisierung

AN = RO)VIR(N)  mit  R(\) € K[A]™*", (3.2)

und

det R(A) =¥ (A), falls K =C  bzw. det R(A\) = +x9()), falls K=R,

existieren genau dann, wenn A(\) auf der imagindren Achse auflerhalb von Nullstellen von
A(X) konstante Signatur hat, d.h.

Vw € R mit det A(iw) # 0 : sgnA(iw) = 2p — n. (3.3)

Es ist klar, daf§ eine Faktorisierbarkeit der Form (3.2) die Bedingung an die Signatur
impliziert. Interessant ist die umgekehrte Beweisrichtung. Wir werden im Beweis induk-
tiv zeigen, dafl unter Bedingung (3.3) eine Faktorisierung A(\) = RV (A\)JR()) existiert,
indem wir fortschreitend Nullstellen der Determinanten von A(X) nach rechts und links
herausfaktorisieren. Um die Zusatzbedingung det R(A) = 1 zu erfiillen, geniigt es zu
zeigen, dafl genau die gemeinsamen Nullstellen von det A(A) und %(A) nach rechts her-
ausfaktorisiert werden kénnen. Der Leitkoeffizient von det A(A) kann dann entsprechend
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justiert werden.

Desweiteren halten wir fest, dafl im wesentlichen Satz 3.2 direkt aus Satz 3.3 folgt, da
im positiv semidefiniten Fall J die Einheitsmatrix ist. Dafl R(A) genau den halben
Grad wie A(A) hat, folgt durch Betrachtung der Leitkoeffizienten. Offensichtlich ist
deg R(\) > deg A(\). Wire die Ungleichung echt, so miiBte fiir den Leitkoeffizienten
Ro von R()) gelten REJRy = RiRo = 0, also Rg = 0. Das ist ein Widerspruch. Im
indefiniten Fall dagegen kann auch fiir Ry # 0 gelten R}.JRo = 0, deshalb bekommen wir
in Satz 3.3 keine Gradabschétzung fiir det R(X). Dies ist einer der Griinde, wieso sich das
Kalman-Jakubovich-Lemma nicht allgemein auf den indefiniten Fall {ibertragen 148t.
Den Beweis von Satz 3.3 fiihren wir nach Dokovic [Dok93] als Induktionsbeweis iiber
den Grad der Determinanten von A(X). Der Beweis in [GoLaRo82] arbeitet mit Stérun-
gen von A(A) und benétigt aufwendige Konvergenzuntersuchungen. Ein kurzer Beweis
stammt auch von Clements.

Wir benétigen Hilfsmittel aus der Theorie der Invariantenteiler einer Matrix und die Smith-
sche Normalform, die hier ohne Beweise angegeben werden. Man sehe z.B. [Gan86].

Definition 3.4 Es sei eine Polynommatrix A(X) € K[A]"*" vom Rang r gegeben, das
heifit A(X) hat einen nicht identisch verschwindenden Minor der Ordnung r. Fir1 < j <r
sei D;(X) der grofite gemeinsame Teiler (dessen Leitkoeffizient zu 1 normiert sei) aller
Minoren j-ter Ordnung von A(X). Die D;(A) heifien auch Determinantenteiler (j-ter
Ordnung). Nach dem Entwicklungssatz fiir Determinanten ist jeder Minor (j+41)-Ordnung
darstellbar als Summe von Minoren j-ter Ordnung. Folglich teilt jeder Determinanten-
teiler alle Determinantenteiler héherer Ordnung. Die Quotienten sind die sogenannten
Invariantenteiler von A(\):

D,_; .
i;(A) = T]H fiirl <j<r, (3.4)
r—j

wobei Dy = 1 gesetzt wird.
Wir fassen einige Resultate aus der Theorie der Invariantenteiler zusammen:
Satz 3.5 Esseien A(A) und i1(A),...,1.(X) wie in der Definition.

1. Sind P(X) und Q(X) Matrixpolynome mit konstanter, von Null verschiedener Deter-
minanten, so hat B(A\) := P(A)A(XN)Q()) dieselben Invariantenteiler wie A(\).

2. Es gibt Polynommatrizen P(X), Q(X) mit det P(A) = 1, detQ(\) = const # 0, so
daB
A = P(\) diag(i1(A), .., ir(1),0,...,0) Q(A). (3.5)
=: D(A)
Die Diagonalmatrix D(A) heiBt Smithsche Normalform von A(X).

3. Jeder Invariantenteiler teilt alle Invariantenteiler héherer Ordnung.
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4. Insbesondere sind P(X), D(X) und Q(X) reell, falls K = R.

Die Idee fiir den Induktionsanfang im angekiindigten Beweis von Satz 3.2 liegt in einer
Verallgemeinerung des Begriffes der (konstanten) Diagonalmatrix fiir Matrixpolynome und
in einem Lemma, das auf Ljubachevskij zuriickgeht.

3.2 Ein Lemma von Ljubachevskij

Wir verschaffen uns in diesem Abschnitt eine gewisse Normalform fiir beliebige parahermi-
tesche Matrixpolynome. Diese wird in der Aussage von Lemma 3.7 beschrieben. Erstmals
bewiesen wurde dieses Lemma in [Lju72], jedoch ist der dortige Beweis sehr schwam-
mig. Zudem verwendet Jakubovich das Lemma in [Jak70] ohne exakte Literaturangabe,
weshalb unter anderen Coppel in [Coppel72] einen neuen Beweis verdffentlichte. Eine
Hauptschwierigkeit beim Beweis des Lemmas scheint zu sein, die gesamte Argumentation
mit vollstdndiger Fallunterscheidung iibersichtlich zu formulieren. Wir geben unten eine
gestraffte formale Darstellung des Beweises von Ljubachevskij.

Definition 3.6 FEin Matrixpolynom A()\) = (a]’k(A)) € K[A]"*" hat eine dominante
Diagonale, wenn gilt
Vi#kmit1<jk<n: degag(\) < degags(N).

Dabei definieren wir den Grad des Nullpolynoms zu —1.

Wir zeigen nun, dafl sich jedes parahermitesche Matrixpolynom, dessen Determinante kon-
stant und verschieden von Null ist, durch unimodulare Transformationen im Sinne obiger
Definition 3.1 auf eine konstante Diagonalmatrix transformieren 148t. Dazu benétigen wir
das Lemma von Ljubachevskij.

Lemma 3.7 Jedes parahermitesche Matrixpolynom A(X) € IK[A]"*" [48t sich durch eine
unimodulare parahermitesche Transformation

AN — BV = (b)) = RO)T AN R

so transformieren, daB fiir B(\) entweder gilt (a) b1 = 0, oder (b) die Diagonale von B(X)
ist dominant und dem Grade nach aufsteigend geordnet:

0 < deghyi(A) < ... < degbu,(N).

Beweis: Wir legen zunéchst einige Bezeichnungen und Schreibweisen fest. Das Argument
A lassen wir ab jetzt weg. Fiir 7 # j definieren wir die Irregularitét von a;; als

pla;;) == dega;; — dega;
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und nennen a;; regulér, falls p(a;;) < 0. Entsprechend heifie ein beliebiger Block von A
regulir, falls alle Eintrige auflerhalb der Diagonalen reguldr sind. Als Regularisierung
eines Eintrages a;; mit ¢ # j bezeichnen wir folgende unimodulare Transformation:

Es sei ¢ der Quotient der Division mit Rest von a;; durch a;;. Dann werde von der j-ten
Spalte das g-fache der i-ten Spalte und von der j-ten Zeile das ¢V-fache der i-ten Zeile
abgezogen. Die Regularisierung ist definiert, falls a;; # 0 und wird beschrieben durch

B :=RYAR mit R =1 —q(60;) KM

n
k=
Offensichtlich ist sie unimodular und hat zur Folge, dafl gilt degb;; < degb;;.

Als weitere Klasse elementarer unimodularer Transformationen werden solche verwandt,
die durch Permutationsmatrizen bewerkstelligt werden und insbesondere zwei Zeilen, so-
wie die zwei entsprechenden Spalten jeweils miteinander vertauschen.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis:

1.Schritt: Es seien @17 # 0 und die s-te Hauptuntermatrix Als) .= A}:g::z reguldr (dann
gilt insbesondere a;; # 0 fiir 1 < 7 < s). Wir zeigen, daf sich dann der Block (A(S), A(ls))
der ersten s Zeilen von A regularisieren 148t:

Es gebe in Ags) eine Anzahl m > 0 von Eintrigen der maximalen Irregularitit z > 0.
Einer dieser sei a;; mit 1 <7 < s, s < k < n. Die Regularisierung von «;; ist moéglich
wegen dega;; > 0 und wirkt sich innerhalb der ersten s Zeilen nur auf die k-te Spalte
aus. Es sei a;; mit 1 # 7 < s ein weiterer Eintrag dieser Spalte. Dieser wird durch die
Regularisierung von a;, iiberfithrt in a;; + ga;;, wobei deg ¢ = z (mit a;;, = ga;;+Rest).
Wegen 7, j < s ist a;; als Eintrag von AG) regulir. Deshalb gilt

max{ deg a;i, z + dega;; } — degby;
max{ p(ajz),z =1},

deg(ajr + qaj;) — dega;; <
<

d.h. durch die Transformation entstehen keine neuen Eintrdge der Irregularitit z, und
nach spétestens s(n — s)(z + 1) Regularisierungen sind die ersten s Zeilen regulir.

2.Schritt: Wir bezeichnen A als s-reguldr (fiir s > 0), falls die ersten s Zeilen reguldr
sind und
0 S deg ary S e S deg Gsy1,s4+1- (36)

Es sei A nicht unimodular kongruent zu einer Matrix B mit b;; = 0. Dann ist A insbe-
sondere (mindestens) 0-reguldr, und es gibt ein maximales § = 5(A) > 0, so daB A auch
S-reguldr ist. Wir ordnen nun A einen n + 1-dimensionalen Bewertungsvektor ¢ zu:

p(A) = (degau,...,dega§+17§+1,oo,...,oo) €{0,1,...,00}"*,

wobei formal gelte deg @,,1+1,,41 = 00. Auf {0,1,...,00}"*! betrachten wir die lexikogra-
phische Ordnung. Beziiglich dieser gibt es zu A eine unimodular kongruente Matrix mit
minimaler Bewertung. Ohne Einschriankung sei dies A selbst.

Wir zeigen nun, daf gilt $(A) = n (was impliziert, dal A dominante, geordnete Diagonale
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hat), indem wir das Gegenteil annehmen: § = §(A) < n.

Wegen A = AV ist nach Voraussetzung ACH) regulir (deshalb tritt der Fall § = n — 1
nicht auf), und nach dem ersten Beweisschritt lassen sich die ersten §+ 1 Zeilen von A
regularisieren. Es sei B die transformierte Matrix (mit BG+D = AG+1),

Wir unterscheiden zwei Fille:

Entweder ist degb;yo ;42 > deg bzt 541; dann ist B mindestens (8 + 1)-reguldr und

(deg ary - -, degazyy s41,00, .. -700) > (deg aiiy ... degazyy s41,degbsyo 40, .. ) .
= ¢(4) = ¢(B)

Oder es gilt deg bs12 542 < degb;; fiir ein minimal gewdhltes 7 < 5+1. Durch Vertauschen
von j-ter und §+2-ter Zeile und Spalte in B werden die ersten j—1 Spalten nicht verdndert
und B geht iiber in eine j-reguldre Matrix B mit

(degau,...,degajj,...) > (degau,...,degaj_m_l,degbg”’g“,...).

= ¢(4) = ¢(B)
Beide Fille widersprechen daher der Minimalitdt von ¢(A). O

Mit Hilfe des bewiesenen Lemmas von Ljubachevskij konnen wir nun leicht ein Kriterium
beweisen, wann A(A) unimodular kongruent zu einem Matrixpolynom mit dominanter
Diagonalen ist:

Lemma 3.8 Es sei A()\) = A(A)Y € K[A]"*" und det A(A\) = const # 0. Dann ist A()\)

unimodular kongruent zu einem Matrixpolynom B(\) mit dominanter Diagonalen.

Beweis: Wir wenden Lemma 3.7 an. Tritt der Fall (b) ein, so ist die Behauptung gezeigt,
andernfalls sei ohne Einschrinkung a;; = 0, und A und A~! haben folgende Gestalt:

0 av 1 ponY
A_<a /l)’ A _(nN )

Wir zeigen, dafl in diesem Falle A unimodular kongruent zu einem Matrixpolynom B der

Gestalt B = (1) g ist. Auf B ist dann wieder Lemma 3.7 anwendbar, und nach

maximal n Anwendungen des Lemmas erhalten wir das Gewiinschte.
Wir machen fiir die Transformation folgenden Ansatz

_ (& nY v _ (B b [ B=¢V 4+ e+nVan
R'_(r I , also RAR" = b B mit b:fva—}—An—}—r.

Setzen wir £Y = £ := %(1 - nvfln) und r := —(fva + An), so folgt offensichtlich 5 =1
und b = 0. AuBerdem verifiziert man (z.B. durch Entwicklung nach der ersten Spalte),
daf gilt

detR=¢6—-n"r=20+nVAn=1.
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Die Transformation ist also unimodular. O

Tatsdchlich liegt eine viel speziellere Situation vor, als das Lemma aussagt:

Korollar 3.9 Das Matrixpolynom B(\) aus dem Lemma ist sogar konstant, diagonal und
hermitesch (und damit reell).

Ohne Einschridnkung ist also B = diag (Ik, In_k).

Beweis: Da B dominante Diagonale hat, ist der fiihrende Term von det B auch der
fiihrende Term des Polynoms b11b22 . . .by,,, d.h. deg(det B) = deg(b11ba2...b,,), und da
det B = det A konstant ist, ist aber deg(det B) = 0 und somit auch degb;; = 0 fiir alle
t=1,...,n. Alle Eintrige von B auflerhalb der Diagonalen verschwinden daher, und B
ist eine konstante Diagonalmatrix. Folglich ist auch B = BY = B*, wie behauptet. a

3.3 Beweis der Faktorisierungssiitze
Fiir den Beweis nach Dokovic benétigen wir noch ein einfaches Lemma:

Lemma 3.10 Es sei

AN BBOY)
HY = ( B-NBOYT 6(NC() ) ¢ K

ein parahermitesches Matrixpolynom in A, wobei A(0) und C(0) nichtsinguldre Matrizen
seien und ¢ ein Polynom mit ¢(0) = 0. Dann gilt fiir hinreichend kleine w € R

sgnH (iw) = sgnA(0) + sgn (¢(iw)C(0)). (3.7)

Beweis: Die Behauptung ist offensichtlich richtig fiir w = 0. Zwei hermitesche Matrizen
haben (z.B. nach [Gro66], S.229) insbesondere dann dieselbe Signatur, wenn jeweils ihre
Hauptminoren gleicher Ordnung dasselbe Vorzeichen haben (es reicht bereits die gleiche
Anzahl von Vorzeichenwechseln in den Folgen der Hauptminoren). Kennzeichnen wir eine
Hauptuntermatrix k-ter Ordnung durch hochgestelltes k, so ist also zu zeigen, daf fiir alle
k=1,...,n und kleine w gilt

sgn det H (iw)¥) = sgn det (3.8)

TN
I
=N
£
=
:é;.
]
E
~—
=

= sgn det

TN
o:b
o~~~
o
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o~~~
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=
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Die zweite Gleichung folgt hierbei fiir kleine w aus der Regularitdt von A(0) und C'(0).
Ist m die Dimension von A, so ist fiir & < m wegen H®) = A% die Aussage klar.
Firk=m+ s> mist

A(iw) ¢(iw) B(iw) (mit geeigneten Unter-
—iw)B(iw)Y  ¢(iw)C(iw)) matrizen B von B)

= ¢(iw)* det A(iw) det C(iw)) + O (|o(iw)| ).

det H (iw)®) = det(gb(

Da det A(0) und det C'(0) nicht verschwinden, ist daher
sgn det H (iw)®) = sgn (gﬁ(iw)s det A(iw) det C(iw)(s))
fiir kleine w, was (3.8) impliziert. o

Beweis der Satze 3.2 und 3.3:

Wie erwdhnt ist Satz 3.2 ein Spezialfall von Satz 3.3, und letzterer wird per Induktion
iber den Grad der Determinanten von A bewiesen.

Den Induktionsanfang mit degdet A = 0 liefert uns Korollar 3.9, und wir setzen nun
voraus, daf fiir V > 0 die Behauptung fiir degdet A < N wahr ist.

Fiir degdet A = N betrachten wir die Smithsche Normalform (3.5) aus Satz 3.5

AR = P diag (i1 (V) in(N))QA)  mitigligg fiir k=1,...,n— 1.

Wegen deg det A > 0 ist 7, nicht konstant und besitzt eine Wurzel Ag. Ist die Determinante
von R als Polynom % vorgegeben (mit ¢V = det A) und ¥()\g) = 0, so transformieren
wir A = Q~VAQ™', so daB ohne Einschrinkung A von der Form A = PD mit der
Diagonalmatrix D ist; im Falle 1 () # 0 ist ¥V (Ag) = 0, und wir transformieren A ~
P~ 'AP~V so daf 0.E. A = DQ.

Im ersten Fall ist die letzte Spalte von A, im zweiten die letzte Zeile von A durch A — Ag
teilbar, und wegen A = AV ist entsprechend entweder die letzte Zeile oder Spalte von A
auch durch —(X — Ag) teilbar.

Wir werden im folgenden zeigen, da8 A()) eine Faktorisierung A(A) = RY (\)An_r(A) R())
7uliBt, wobei degdet Ay_(A) = N — k < N und ggT( det R(X), ()= det R()).

Der Einfachheit halber fiihren wir den Beweis zuerst fiir IK = € und liefern die zus&tzlichen
Argumente fiir eine reelle Faktorisierung im Fall IK = R nach.

Im einfachen Fall ist entweder Ay # —Xo oder Ao doppelte Wurzel von 7, und wir haben
eine Faktorisierung

A = RN\ Y An—2(X) By (A) (3.9)

mit
Ry(\) = diag(1,...,1, A= X) oder Ry(\) =diag(1,...,1,A = (=Ao)).

Offensichtlich ist deg det Ax_2(A) = N—2, und An_z geniigt den Voraussetzungen des Sat-
zes, so daf} es nach der Induktionsvoraussetzung eine Faktorisierung Ay_o = R]Y]_Q-]RN_Q
gibt mit det Ry_odet Ry = % und J wie gewiinscht.

Fiir den schwierigeren Fall, dafi A\g = 1wy imagindr und nur eine einfache Nullstelle von
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1, ist, bendtigen wir die Voraussetzung an die Signatur von A und Lemma 3.10.

Die Matrix A(XAg) habe Rang r < n. Dann verschwinden in D die letzten n —r Zeilen und
V. : A () 0

Spalten, und A(Ag) = A(Ag)" ist somit von der Form A(Ag) = 0 L

Als Polynommatrix hat A(X) daher die Gestalt

- A () (A= Ao)B(N)
A(A) = ( —(A=X)BAN)Y (A=2X)C(N) ) '

Wir wollen zeigen, daf8 die hermitesche Matrix ¢C'(Ag) nicht definit ist, indem wir zundchst
das Gegenteil annehmen. Insbesondere ist C'(Ag) dann nichtsinguldr, und nach Lemma
3.10 gilt fiir betragsmiBig kleine w — wp € R

sgnA(iw) = sgnA)(iwg) + sgn (z(w — wO)C'(z'wo))
= sgn A" (iwg) + sgn(w — wo) sgniC (iwo)

Da andererseits sgnA(iw) auf iR mit Ausnahme endlich vieler Punkte konstant ist, kann
die Matrix ¢C'(iwp) entgegen der Annahme nicht definit sein.

Es existiert daher ein Vektor v € €"™", |v| = 1 mit v*C(Xo)v = 0, d.h. das Polynom
v*C(A)v = 0 ist durch A — Ag teilbar. Wir setzen vy := (°) € €", so daB v A(N)vy =
(A= X)v*C(A)v = 0 und vfA(Xg) = A(Ao)v1 = 0 wegen der Struktur von A.

Wir verwenden die Transformation A := V* AV mit einer reguliren Matrix V (0.E.det V =
1), deren erste Spalte vy ist. In A()g) sind sowohl die erste Zeile als auch die erste Spalte
durch A — Ag teilbar, und der erste Eintrag sogar durch (A — Ag)?. Somit haben wir auch
in diesem Fall eine Faktorisierung

AN = Rv(M)Y An (M) By (N) (3.10)
mit
Ry()) = diag(/\ “ o1, 1)

und degdet Ay_o = N — 2, so daBl mit der Induktionsvoraussetzung die Behauptung folgt
und der Satz fiir IK =C bewiesen ist.

Fiir IK = IR ist zu beachten, dafl mit jeder Wurzel A eines der Invariantenteiler auch die
komplex konjugierte Zahl Ay eine Wurzel desselben Invariantenteilers ist.

Wir gehen vor wie oben und betrachten zunichst den einfachen Fall und die Darstellung
(3.9). Ist A\g € R, so ist die Faktorisierung reell. Andernfalls sei beispielsweise A\g Wurzel
von 1. Dann ist auch Ay Wurzel sowohl von % als auch von i,, und wir haben eine reelle
Faktorisierung

A = BN Ry ()T Ax—a () Ry (N Ex(Y)

(wobei in Ry () nur die Koeffizienten, aber nicht das Argument konjugiert seien).
Im schwierigeren Fall, wenn )y = iwg imaginire einfache Nullstelle von i, ist, ist ins-

besondere Ag # 0 wegen i,(\) = i,(\)V € R[], d.h.

k
in(A) = 1_[(/\2 + w]?) mit  w;, #w;, #0 fiir alle 73, 2.

i=0
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Hierbei sei A\g = iwg aus der Nullstellenmenge so gew#hlt, da A(Ag) maximalen Rang r
hat. Dann gilt 7,41 = ... = 1,.

Mit dem gleichen Argument wie oben kénnen wir nun jeweils aus den letzten n —r Spalten
und Zeilen von A(A) den Faktor ¢, (X) herausziehen:

AWZ(%@ﬁV@@ﬁ) (3-11)

mit reellen konstanten Matrizen B und C.

Ebenfalls wie oben unter Verwendung von Lemma 3.10 und der konstanten Signatur von
A(iw) schlieBen wir, da C' nicht definit ist und somit ein Vektor v € C"7" existiert mit
v*Cv = 0. Fiir den Vektor vq := (2) €C" gilt dann wieder in allen Nullstellen A von i,:

vfAN) =0, ANv =0 und (A=) teilt v AN)v;. (3.12)

Wenn nun v reell gewdhlt werden kann, so betrachten wir wie oben die (reelle) Kongru-
enztransformation von A(A) mit einer Matrix V' = (v, ...,v,) € R™*".
In A(X) := VTA(A)V sind die erste Zeile und die erste Spalte durch A 4 w? teilbar und

2
der erste Eintrag sogar durch (/\2 + wg) , so daBl sich nach links und rechts das reelle
Matrixpolynom
Ry(V)Y = Ry(A) = diag(A + ), 1,...,1)
herausfaktorisieren 148t.

Wenn schliefilich v echt komplex ist, so gelten die Gleichungen (3.12) auch mit v; anstelle
von v1. Wir zerlegen daher vy in Real- und Imagindrteil

wy =014 v, wg =10 — vy)

und betrachten die Kongruenztransformation A — A= WTAW mit einer reellen Matrix
W = (wq,ws,...,w,). In A(X) sind wieder jeweils die ersten beiden Zeilen und Spalten
durch A2 + wg teilbar, und der obere 2 x 2-Block ist

T =T
e (2) _ * o v CU+ v Co 0
A = (w1, we) " A(A) (w1, w2) = in(X) ( 0 C(WTCv+5TCF) )
Setzen wir ¢ := v Cv+o7Co € R und ¢(}) := in(3) dann ist
' A 4w
2, 2
(2 A+ w; 0
A(A) = Q(’\)C( 0 A2 4wl )

_ A wo —q(N)¢ 0 - wo
N wo —A 0 q(A)¢ wo A )7
Somit erlaubt A()) eine Faktorisierung

A(/\) = RN(A)VAN—4(/\)RN(/\) mit  R(\) = wo A 0 :
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man beachte hierbei, dafl die ersten beiden Zeilen bzw. Spalten von fl(/\) das Matrixpoly-

A w A w A w A w
2 Ny 0 o\ 0 0

als Links- bzw. Rechtsfaktor besitzen.
Wegen deg det Ay_4 = N — 4 folgt nun die Behauptung wieder mit der Induktionsvoraus-
setzung. O



4

Der Beweis des Frequenzsatzes
nach Jakubovich

Wir verwenden die Notation aus Abschnitt 1.2. Fiir den Beweis miissen wir die (paraher-
mitesche) Fortsetzung von ¢ auf die komplexe Ebene untersuchen; wir setzen fiir A € C

\%
() (5 9) () o

Wegen deg §(A)x(A) < n, und weil 6(A) den Grad n hat, ist ®(A) ein Matrixpolynom,
dessen Grad héchstens 2n ist.

Wir machen an dieser Stelle die (leicht) einschrinkende Voraussetzung, dafl ¢ in-
vertierbar ist, was insbesondere dann der Fall ist, wenn I" invertierbar sind. Die Aussage
des Frequenzsatzes ist unabhdngig von dieser Voraussetzung, jedoch werden wir im Be-
weis die Inverse von ® verwenden, wihrend wir ohne die gemachte Voraussetzung mit
Pseudoinversen arbeiten miifiten, was gewisse technische Schwierigkeiten aufwirft.

4.1 Hilfssatze

Erfiillt das Matrixpolynom ®(A) Bedingung (1.9), so ist es nach Satz 3.2 parahermitesch
faktorisierbar. Eine spezielle solche Zerlegung werden wir im Beweis des Frequenzsatzes
verwenden; dafiir bendtigen wir noch einige Informationen iiber die Faktorisierbarkeit von

det ®(N).
Lemma 4.1 Fiir das in (4.1) definierte Matrixpolynom & gilt:
v
det®(A) = (5(0)™71) 6N 1(N) (4.2)
mit einem parahermiteschen Polynom ¢()\).
Wesentlich an dieser Aussage, die wir weiter unten beweisen werden, ist, dafl sich das Nen-
nerpolynom §()) der Ubertragungsmatrix x()\) aus det ®()\) herausfaktorisieren 1i8t. Es

29
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ist daher (5(z\)v5(/\)) " det ®()) eine rationale Funktion mit ¢ im Zihler und 6(A\)Vé(N)
im Nenner.

Wir werden spéter benétigen, da bei kontrollierbarem Paar (A, B) die Polynome 6(\)
und ¢(A) ohne Einschrinkung als teilerfremd vorausgesetzt werden kénnen. Deshalb zei-
gen wir, daB ¢(A) invariant unter Riickkoppelungstransformationen ist. Setzen wir

@:=u+Fz und A=A—-BF mitF elK™*" (4.3)

soist A4+ Bu = fl—l— Bi. Betrachten wir daher im transformierten System die hermitesche
Form

Gy, u) :=G(y,u) = G(y,u— Fz), (4.4)

dann fallen Bedingung (1.4) und die entsprechende Bedingung fiir das transformierte Sy-
stem zusammen, so dafl wir ohne Einschrinkung die Matrix H fiir das transformierte
System suchen kénnen.

Zusatz zu Lemma 4.1 Fs seien ®, & und ¢ im transformierten System (4.3), (4.4)
die jeweiligen Analoga der Grofien im urspriinglichen System. Dann gilt

b= ¢.
Dem Beweis des Lemmas schicken wir einen technischen Hilfssatz voraus:
Hilfssatz 4.2 Fiir beliebige by € IK™*™, ¢g € IK™*™ und I'g € IK"™*™ sei
() 1= 6(A) (c§ A7 bo + T'o).

Dann gilt
det X(A) = §(A)™ Lo (M),

wobei ¢g ein Polynom mit deg ¢ < n ist.

Beweils: Es seien

I, —A7' I, A7'B A+ bock (Lo — 1,
U::( % A 0), V::( A 0), VV::( AT 0% (To ))

(1, 0O (AP0
UV_(C?; 5_12), VU_( 0 Im)W,

und aus det UV = det VU folgt

Dann gilt

det §7'Y = det AT det W = 57" det W,

also

det ¥ = 6™ det W. (4.5)
Wegen deg(det W) < deg(det Ay) = n folgt mit ¢g := det W die Behauptung. O
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Korollar 4.3 Gilt speziell 'y = I, so ist
det W = det (A,\ + bocak) und  detd™'Y = (ch;1b0 + Im),
und aus (4.5) folgt

det (A + boch ) = 5(A) det (AT bo+ .. (4.6)

Beweis von Lemma 4.1 mit Zusatz:

Nach der Formel von Cauchy-Binet 148t sich die Determinante eines m x m-Matrizen-
produktes (in dem nicht notwendigerweise jeder Faktor quadratisch ist) als Summe iiber
Produkte der m-ten Minoren der Faktoren darstellen. Entsprechend der Definition von
® in (4.1) ist also det ® eine Summe, bei der in jedem Summanden m-te Minoren sowohl

v
S(A)x(N) S(A)x(A) : : :
von ( ST als auch von 51 als Faktoren auftreten. Deren Unterma-

trizen m-ter Ordnung sind aber genau von der Gestalt wie die ¥ aus dem Hilfssatz, und
mit diesem folgt, dal det ® eine Darstellung wie in (4.2) besitzt, wobei ¢ zwangsldufig
parahermitesch ist.

Zum Nachweis der Invarianz von ¢ unter Zustandsriickfiihrung betrachten wir die Fre-
quenzantworten des urspriinglichen und des transformierten Systems:

Es seien z = A;}Bu, also Az + Bu = iwz und @ = v + Fz. Dann gelten

(A= BF)z+ Bii = iwz, d.h. A;'Bu= A7 Ba, (4.7)
N———
=A

und

t=u+Fz = (I—I—FAZ»_WIB)u:: Cu.

Fiir das so definierte ¢ folgt aus Korollar 4.3 (mit ¢} = F)

| O

6=26ddet¢ oder det( = -. (4.8)

Wegen (4.7) gilt fiir alle u
also

oder kurz B )
(66V)71d = (56V) "1 ¢*F .
Durch beidseitiges Berechnen der Determinanten erhalten wir mit (4.8)

(3(iw)*5(iw)) " det (i) = (5(iw)*(iw)) " det b(iw)

und daraus ¢ = ¢ wie behauptet. a
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4.2 Beweis des Frequenzsatzes

Wir verwenden die Notation und Vereinbarungen aus dem vorangehenden Abschnitt; spe-
ziell setzen wir also fiir den Beweis voraus, dafl das dort definierte Matrixpolynom &
invertierbar ist. Die Aussage (a) von Satz 1.1 ist insbesondere dquivalent zu ®(iw) > 0
fiir alle w € R. Von nun ab wird vorausgesetzt, da 8, §¥ und ¢ teilerfremd sind, was sich
auch so schreiben 148t:

ggT(87(1),600)) =1 und  ggT(s¥(N)5(N), 6()) =1 (4.9)

und daBl ¢ nur einfache Nullstellen besitzt. Fiir IK = IR seien zusdtzlich alle Nullstellen
von § reell. Dies ist moglich, da wegen der Kontrollierbarkeit des Systems nach dem Satz
von der Polzuweisung durch Zustandsriickfiihrung das Polynom 6(A) beliebig vorgegeben
werden kann, wihrend das Polynom ¢ nach Lemma 4.1 unter solchen Transformationen
invariant ist.

Im Beweis des Satzes werden wir sukzessive k, h und H konstruieren, so daf§ (1.11) fiir
w =0 und fiir z = A;}Bu erfiillt ist. Nach dem folgenden Lemma gilt die Aussage dann
auch fiir beliebige (z,u):

Lemma 4.4 Es sei F'(z,u) eine hermitesche Form des (z,u)-Raumes, und es gelte:
F(:U,O) =0 und VYw mitiw ¢ o(A) : F(A;}Bu,u) =0.
Dann ist I' = 0.

Beweis: Fiir festes u folgt aus der Identitit F(A;}Bu,u) = 0 durch Grenziibergang
w — 00, daB auch F(0,u) = 0. Folglich ist F’ von der Gestalt:

F(z,u) = %(m*,u*) ( ]9* g ) ( z ) = Re (u* fz). (4.10)

Die rationale Funktion ¢(\) := u*f*A7'Bu hat also nach Voraussetzung auf der ima-
gindren Achse verschwindenden Realteil, und nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip
liegen die Pole von ¢ symmetrisch zur imagindren Achse.

Andererseits sind alle Polstellen von ¢ Nullstellen von §, und aus (4.9) folgt, daf kein
Nullstellenpaar von § symmetrisch zur imaginiren Achse liegt. Folglich ist ¢ ein Polynom
und wegen |¢(A)| — 0 fiir |A| — oo ist sogar ¢ = 0, und da ¢ fiir ein beliebiges u definiert
war, folgt f*A;lB = 0. Daher verschwindet in der Laurentreihe

g A."c:O AR

jeder Koeffizient. Mit der Kontrollierbarkeit von (A, B) impliziert dies f = 0, womit auch
F = 0 gezeigt ist. a

Beweis von Satz 1.1:
Wie angekiindigt wird ein konstruktiver Beweis der Implikation (a)=(c) gegeben:
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1. Wegen ®(iw) > 0 ist det ®(iw) > 0 und damit auch

p(iw) = det ®(iw)|8(iw)|?"=1 > 0 (mit ¢ aus Lemma 4.1),
und nach Satz 3.2 existiert eine parahermitesche Faktorisierung

o) = (V) TH(N)  mit  B(A) € KA. (4.11)

. Wir betrachten Gleichung (1.11) fiir z = A;! Bu.

In diesem Falle ist Az = — Bu + w2z und daher fiir beliebiges H = H*
Rez*H(Az + Bu) = Reiwz*Hz = 0,
d.h. (1.11) reduziert sich zu

¢ (iw) .
§(1w)Vé(iw)

= u*(h* AT B +x) * (P* AL B+ 5)u. (4.12)

G (C’A;}Bu, u) = u*

Durch eine geeignete Faktorisierung von @ [48t sich dieses quadratische Problem
zu einem linearen vereinfachen, jedoch sind die so erhaltenen linearen Gleichungs-
systeme fiir A nicht immer l6sbar, da sie {iberbestimmt sind. Es wird sich zeigen,
daBl die Losbarkeit der Gleichungen mit den Singularitdten der Faktoren zusam-
menhingt.

Wie oben gezeigt, ist

det@(3) = (50010 (0)” (5001w (),
und nach Satz 3.2 existiert ein W(A) € IK[A]™*™ mit
B(N) = T(N)VEU(A), detT(A) = £5(A)""T(N) (4.13)

und degW(A) < n. Es sei k der Koeffizient bei A* in W(A), also x = 0, falls
deg U(X) < m.

. Es ist nun zu zeigen, dafl das Gleichungssystem

)
A wastm (4.14)

welches (4.12) impliziert, eine Losung h besitzt.

Es seien Ay,..., A, die Nullstellen von §(A). Da alle A; nach (4.9) verschieden sind,
haben die Singuldrwertzerlegung von A und die zugehorige Partialbruchzerlegung
von A" die Gestalt

A= Z /\j’u]"U;-k, A;l = Z TN mit v;-kuk = &jk; (4.15)
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Entsprechend zerlegen wir die linke Seite von (4.14) partial:

% = Zj: " wobei W; = h_}m](/\ Aj )% eqQm ™, (4.16)

Aus (4.15) und (4.16) folgt, daB (4.14) dquivalent ist zu dem System

Uj = (h*uy) (o]

SB) fir j=1,...,n (4.17)

von nm? Gleichungen in den nm variablen Eintrigen von h.
Um die Losbarkeit dieses Systems zu zeigen, untersuchen wir die W;. Nach (4.13)
gilt:
o\ -1
() = (T)Y) o). (4.18)

n—1
Wegen det W(A)Y = (5(/\)v) ¥(A)Y nach (4.13) folgt mit (4.9), daB §(\) und
det W(A)Y keine Nullstellen gemeinsam haben. Deshalb existiert fiir j = 1,...,n der
endliche Grenzwert:
—1

lim (P)Y) " = (v()Y) = Ry e K™

(reell im reellen Fall, da dann A; € R). Damit ist
v
) Lo S(A)x(N) Go Gh (A= X,))CA'B
im (A=) o) C oam ( ST GF T (A= A)T

_ ( 9j )* ( Cu;(v} B) )
i 0
= (g;(C‘Uj)(va). (4.19)

mit g¥ = (0x)VGo+ 6VGT € KP*™, da fiir K = R auch \; € R.
Andererseits ist nach (4.18)

. w())
v = Ah_{gj(/\—%)m
_ v)~! A2
N Ah—gj (W(A) ) Ah—{r{](A Ad) 5(\)
(4.19) eingesetzt = R;(g7Cu;)(v}B),

also W; = R;(gFu;)(viB). Damit reduziert sich schlieflich das System (4.17) zu
R]g]Cu]_h u;, fir j=1,...,n, (4.20)
oder mit U = (ul, .. .,un) und U = ('&1, .. .,ﬂn), worin ; := Rjg]*Cu]',
U=h'U.

Da die u; nach (4.1?) linear unabhéngig sind, ist die n X n-Matrix U nichtsingular,
und es ist h = U=*U* wohlbestimmt.
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4. Es bleibt noch H = H* so zu bestimmen, daf (1.11) fiir w = 0 erfiillt ist. In diesem
Fall hat (1.11) die Gestalt:

e (HA+ A*H — C*GoC)z = —a*hh* =, (4.21)
d.h. es ist die (Sylvestersche) Matrixgleichung
HA+ A*H = C*GoC — hh* (4.22)

mit H = H* € IK"*" zu lésen. Da A wegen (4.9) keine Eigenwerte symmetrisch zur
imagindren Achse besitzt, ist das eindeutig moglich, also ist auch die Existenz von
H gewihrleistet.

Mit den gefundenen Gréflen gilt nach Konstruktion
2
2Rez* H (Az + Bu) — G(y,u) + ‘h*m + mu‘ =0

firu =0 und z = A;}Bu und damit nach Lemma 4.4 iiberall. O
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Frequenzmethoden zur
Abschitzung singulirer Werte

Bei Stabilitdtsuntersuchungen spielen Abschédtzungen fiir singulire Werte von Fundamen-
talmatrizen eine entscheidende Rolle. Wir zeigen nun, wie man anhand von Frequenz-
kriterien Schranken fiir singulire Werte nachweisen kann, und wie man mit deren Hilfe
Dimensionsabschitzungen fiir invariante Mengen erhilt Hierbei setzen wir die Kenntnis
der entsprechenden Sitze aus [LeoBoi92] voraus. Zunéchst betrachten wir die lineare
zeitvariante Differentialgleichung

¢=A(t)z, mit z€R" A:R — R"™" stetig. (5.1)

Es seien X (t) die Fundamentalmatrix von (5.1) mit X (0) = I und o4(¢) > ... > 0,(t) die
Singuldrwerte von X (¢). Wir benétigen zwei einfache Lemmata.

Lemma 5.1 Es seien U ein k-dimensionaler Teilraum des R™ und o : R — Ry eine
beliebige Funktion.

(a) Wenn fiir alle v € U und t € R gilt | X (t)v| > a(t)|v|, so ist ox(t) > a(t).
(b) Wenn fiir alle v € U und t € R gilt | X (t)v| < a(t)|v], so ist 041 (t) < aft).

Beweis: Esseien u;(t) die zu den o; gehérigen Eigenvektoren von X7 (t) X (t), so daf also
XT() X (t)u;(t) = o;(t)%u;(t).
Im Fall (a) betrachten wir fiir festes ¢ ein v in U mit vTu;(t) = 0 fiir j = 1,...,k — 1.
Dann gilt

a(®Plof? < X ()0l < on(t)?IoP,

also a(t) < oi(t), wie behauptet.
Entsprechend betrachten wir im Fall (b) ein vin U mit vTu;(¢) = 0 fiir j = n—k+2,...,n,
so daB

a0l > 1X ()] > onpyr (0ol

also a(t) > o,-k+1(t), wie behauptet. O

29



30 Frequenzmethoden zur Abschitzung singuldrer Werte

Lemma 5.2 (a) Es seien H eine symmetrische Matrix mit mindestens k negativen Eigen-
werten, V(z) := 2T Hz die zugehérige quadratische Form und
Q:={zeR"|V(z) <0}.
Fiir eine Zahl X\ und jede Lésung z(t) = z(t, zo) von (5.1) mit z(0) = 2 € Q gelte
VE>0: V(z(t))+ 23V (z(t)) <O0. (5.2)
Dann existiert eine Zahl § mit
V>0 op(t) > Be M. (5.3)

(b) Hat andererseits H mindestens k positive Eigenwerte und gilt (5.2) fiir alle z(t, zo)
mit zg aus 2 :={z € R” | V(z) > 0}, so gibt es ein § mit

Vi>0: o,-p41(f) < Be M, (5.4)

Beweis: Voraussetzung (5.2) 148t sich umschreiben zu

% (eZAtV(fC(t))) <0, also V(z(t)) < e MV (z0).

Wir bezeichnen mit gy < ... < 8, die Eigenwerte von H (nach Vielfachheiten gezdhlt).
Im Fall (a) sind (1, ..., Bk negativ, und es sei U C €2 der k-dimensionale Raum, der durch
die zugehorigen Eigenvektoren aufgespannt wird. Dann gilt fiir zg € U

ﬁ1|x(t)|2 < x(t)THac(t) < e_QAtmgHmo < ﬁke_%t|$0|2, (5.5)

— Bk

also mit % := 7

Vag € U: | X(8)xo|? > BPe2M|z)?, (5.6)

so daBl Abschdtzung (5.3) nun aus Lemma 5.1(a) folgt.

Im Fall (b) definieren wir U/ C Q als den durch die Eigenvektoren zu den positiven Eigen-
werten B,_g+1 < ... < B, aufgespannten Raum. Wie oben erhalten wir die Ungleichung
(5.5) mit B,—_g4+1 und 3, anstelle von By und S, jedoch dndert sich beim Ubergang zu

(5.6) (mit 32 := ﬁn’jﬂkﬂ anstatt %) das Ungleichheitszeichen nicht, also

Veo € U | X (t)zo* < f2e™2M|z)?,

und die Behauptung folgt aus Lemma 5.1(b). o

Wir schreiben nun das System (5.1) als Kontrollsystem mit
A(t)=A+ BU(t), wobei AeR"™™", BeR"™™ und U:R — R™*" stetig. (5.7)

Eine solche Darstellung ist offensichtlich immer méglich. Desweiteren betrachten wir einen
Ausgang des Systems y := C'z mit C' € R™*" und eine quadratische Form G(z,u)
G:R"xR™ — R. (5.8)

Wir setzen im weiteren voraus, daf§ das Paar (A, B) kontrollierbar ist und (A, ') beob-
achtbar. Fiir dieses System kénnen wir ein Frequenzkriterium zur Abschitzung von oy
angeben.
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Satz 5.3 Fiir die quadratische Form G gelte

Je>0:Yz e R": G(z,Cx) > Ca|? (5.9)
VeeR",t>0: Gz, U(t)z) >0, (5.10)

und fiir eine Zahl X sei folgende Frequenzbedingung erfiillt:
-1
Vw R : VueR™: G(((z’w—/\)l—A) Bu,u) <0. (5.11)

(a) Wenn die Matrix A+ BC + Al mindestens k Eigenwerte mit positivem Realteil hat,
dann existiert eine Zahl 3, so dafl

or(t) > Be M. (5.12)

(b) Wenn die Matrix A+ BC + Al mindestens k Eigenwerte mit negativem Realteil hat,
dann existiert eine Zahl 3, so dafl

On_py1(t) < Be M. (5.13)

Beweis: Aus der Frequenzbedingung (5.11) folgt mit dem Frequenzsatz 1.1 bzw. 1.2 die
Existenz einer symmetrischen Matrix H mit

Vee R",u e R™: 2:UTH((A—|— Az + Bu) + G(z,u) <0.
Mit Voraussetzung (5.9) folgt
2eTH(A+ M + BC)z < —|Cxz|?.

Wegen der Beobachtbarkeit von (A, C) liegt kein Eigenvektor von A + Al + BC' im Kern
von C', und da A+ A+ BC mindestens k Eigenwerte inC4 (bzw.C_) hat, hat entsprechend
H mindestens k£ Eigenwerte in C_ (bzw. C4). Weiter folgt aus Voraussetzung (5.10) fiir
die Funktion V (z) := 2T Ha:
V(@) +2\V(2(t) = 2e(t)H (A+ BU) + (1)
= 2 H((A+ADa(t) + BU@®(1)) + G (2(t), U)o (1))

~G (), Ut)(t))
0.

IN

Also folgen die Abschdtzung (5.12) und (5.13) mit Lemma 5.2 (a) und (b). O

Korollar 5.4 Die Kontrolle im obigen System sei nun von der speziellen Gestalt

Ut)r =u(t)y=u(t)Czx mit Vt>0:0<wu(t)<p fireinp>0. (5.14)
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Es sei eine Zahl A gegeben, so dafl folgende Frequenzbedingung erfiillt ist:
-1 1
YweR: ReC((iw— A1 - A) B+ 10 (5.15)

(a) Wenn die Matrix A + Al mindestens k Eigenwerte mit positivem Realteil hat, dann
existiert eine Zahl 3, so daf3
or(t) > fe M. (5.16)

(b) Wenn die Matrix A + Al mindestens k Eigenwerte mit negativem Realteil hat, dann
existiert eine Zahl 3, so daf3

On_py1(t) < e, (5.17)

Beweis: Wir wenden Satz 5.3 mit §C anstatt C fiir hinreichend kleines § und der qua-

dratischen Form T
0 C z
. T T

e <((m - N1 -4)" Bu, u) = ReC((iw-N1-4)" B+ %1

an. Es gilt

< 0 fiir beliebige u nach (5.15)

und

G(2,6Ca) = 2T(5CTC +CT50)a — 22T (5CT5C)
i

_ 1 1 12
= 2(5_,u> |6C 2|

|6Cz|*  fiir § < 2_,u
p2

v

Wegen (5.14) gilt auBlerdem
Gz, Ut)z) = G(z,u(t)Cz)
_ Y
= 2u(y) (1 ; >|C|
> 0.

Ist nun ¢ so klein gewihlt, dafl auch die Matrix A + BSC' + Al mindestens k Eigenwerte
in C4 (bzw. €C_) hat, dann ist Satz 5.3 mit §C' anstatt C' anwendbar und liefert das
Gewiinschte. O

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall einer autonomen Differentialgleichung
@ = f(z) mitfeCYR" R"). (5.18)
Diese 148t sich auf vielfache Art in ein Kontrollsystem
i = Az + Bo(x) mit A € R™" B e R™™, ¢¢c C'(R",R™) (5.19)

umschreiben.
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Satz 5.5 Fs sei M eine invariante Menge des Systems (5.18). Fiir k = 1,...,n seien
& = Apz+ By ¢p(z) Darstellungen dieses Systems wie in (5.19) mit kontrollierbaren Paaren
(Ak, Br). AuBerdem seien Matrizen Cy, € R™*" gegeben, so daB die Paare (Ag,C})
beobachtbar sind, und quadratische Formen G, wie in (5.8), so daB erstens

Vek=1,...,n: Yz e R", zg € M : Gk<m,¢’(m0)w) >0 (5.20)
und zweitens fir ein ¢ > 0
Ve=1,...,n: Ve e R”: Gy (x,Ckx) > €|Crz|*. (5.21)
Weiter sei eine Folge von Zahlen Ay < ... < A, gegeben, so dafB3
Vk=1,...,n:YweR:Vue R": G, (((m — )T - Ak)_lBku,u) <0, (5.22)

Es seien d €]0,n],d = do+ s mit dy € IN und s € [0,1[, sowie a > 0.

(a) Wenn fiir alle k = dg+ 1, ..., n die Matrix Ay + BrCk + A\, mindestens k Eigenwerte
mit positivem Realteil hat und gilt

Vee M: Spurf'(z)4 (1—8s)Age+1 + Z Ap < —a <0, (5.23)
k=dy+2

dann ist dimg M < d.

(b) Wenn fiir alle k = n — dy, ..., n die Matrix Ay + BrCy + A1 mindestens k Eigenwerte
mit negativem Realteil hat und gilt

Ve EM: Shu_ge+ ., A >a>0, (5.24)
k:n—d0+1

dann ist dimg M < d.
Beweis: Die Variationsgleichung des Systems (5.18) entlang einer gegebenen Lésung z(#)
ist

§= (2t 20))y = (A + Brd'(a(t,20)) )y Fiirk=1,...,n (5.25)
und hat die Fundamentallésung z'(t, z¢). Mit

Uk(t) := Big'(z(t, v0))

ist (5.25) von der Gestalt (5.7), und mit X (¢) = 2'(¢,z0) sind jeweils fir A = X die
Voraussetzungen von Satz 5.3 erfiillt.
Im Fall (a) existiert daher ein 3, so daf

Vk=do+1,...,n: or(t) > Be Mt
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Im Fall (b) existiert entsprechend ein 8, so daB
Vk = 17 .. .,do + 1: G'n_k+1(t) S 56_/\“‘.
Es ist daher im Fall (a)

det 2'(t, zo)
T O 0022(0) 0D

exp </Ot Spur f'(z(, mo))dr) B4 exp ((1 — ) Adg+1 + Zn: /\k)

detyz’(t,z9) =

IN

k=dy+2

= B exp (/Ot Spur f'(z (7, z))dT + (1 — 8) Ago41 + z”: /\k>

k=dg+2

S ﬁn—de—at t—o0 0

I

und im Fall (b) haben wir

detgz'(t,m0) = o1(t) 04 (t)Tay+1(t)°
< Bhexp(= (Ot o Aucdort + 5huma)t)
< flemot 2%,

Mit der Abbildung z(T',-) : M — M fiir ein groBes 1" befinden wir uns also jeweils wieder
in der Situation von Satz 4.1, [LeoB0i92] (mit p = 1), und mit diesem folgt das Behauptete.
O

Ist ¢ in (5.19) lediglich ein skalarer Faktor, so 148t sich das Kriterium aus Korollar 5.4 zur
Dimensionsabschidtzung heranziehen.

Korollar 5.6 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.5 mit skalaren Funktionen ¢y €
CYHR™ R). Fiir Zahlen \; < ...< ), gelte jeweils die Frequenzbedingung

-1 1
YweR: ReCy((iw— M)l — Ax) " B+ <o

Wenn entweder jeweils A+ A\l mindestens k Eigenwerte in C4 hat und (5.23) gilt oder
A+ Al mindestens k Eigenwerte inC_ hat und (5.24) gilt, dann ist dimyg M < d.

Beweis: Die Behauptung folgt mit Korollar 5.4 genauso wie Satz 5.5 aus Satz 5.3. O
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