1 Gruppen: Definition und erste Eigenschaf-
ten

Von allen algebraischen Strukturen, die man in der linearen Algebra kennen-
lernt, haben Gruppen die einfachste Definition. In der Tat sind viele andere
algebraische Objekte von der Form ”Gruppenstruktur + zusétzliche Struk-
tur”. Das bedeutet, dafl Eigenschaften die fiir Gruppen zutreffen, dann auch
fiir diese anderen Strukturen gelten, soweit sie eben gruppentheoretische Aus-
sagen sind. Weiter lassen sich viele Aussagen, die man fiir Gruppen beweisen
kann, in analoger Form auf andere Strukturen wie Vektorraume iibertragen.
Es gibt noch einen dritten Grund sich mit Gruppen zu beschéftigen: sie die-
nen dazu Symmetrieeigenschaften mathematischer Objekte zu untersuchen.
Wir kommen spéter darauf zu sprechen.

Definition. Es sei G eine nichtleere Menge und * : G x G — G, (a,b) — a*b
eine bindre Verkniipfung. Das Paar (G, *) oder kurz G heiit Gruppe , falls
folgende Axiome erfiillt sind:

(G1) Fiir alle a,b,c € G gilt

ax* (bxc)=(axb)xc (Assoziativgesetz).

(G2) Es gibt ein e € G mit

exa = a fir alle a € G (Linksneutrales Element).

(G3) Fiir jedes a € G gibt es ein b € G mit
b a = e (Linksinverses Element).
Gilt zusétzlich noch

(G4) axb=bx*a fiir alle a,b € G, so heiit die Gruppe abelsch oder kommu-
tativ.

1.1 Beispiele. (1) Die Menge (Z,+) der ganzen Zahlen mit der gewohnli-
chen Addition als binérer Verkniipfung ist eine Gruppe: Bekanntlich gilt das
Assoziativgesetz a + (b+c¢) = (a+b) 4 c. Linksneutral ist die 0, da 0+a =a
und zu a linksinvers ist —a, da (—a)+a = 0. Wegen a+b = b+ a ist Z sogar
abelsch.



(2) Es sei Ry die Menge der positiven reellen Zahlen. Mit der Multiplikation
wird (R4, ) zu einer kommutativen Gruppe: Denn fiir a,b,c € R, ist ab €
R, und es gilt a(bc) = (ab)c. SchlieBlich ist 1 linksneutral und linksinvers zu
aist a=' = L. Auch ist klar, daf R, abelsch ist.

(3) Es sei X eine nichtleere Menge. Eine bijektive Abbildung 7 : X —
X heiit auch Permutation. Die Komposition 7o ¢ von bijektiven Abbildun-
gen 7 und p ist wieder bijektiv. Ist Sym(X) die Menge der Permutationen
auf X, so definiert die Komposition o eine binédre Verkniipfung auf Sym(X).
Das Paar (Sym(X), o) ist eine Gruppe, genannt die symmetrische Gruppe
auf X:

Axiom (G1) ist erfiillt, da das Assoziativgesetz fiir die Komposition von Ab-
bildungen gilt. Auf X definiere die Identitit oder Finsabbildung1 = 1y durch
1(z) =z fur z € X. Sei 7 € Sym(X), = € X, so gilt

lon(z) =1(n(z)) =m(x),dh.lomr =

und 1 ist linksneutral, es gilt (G2). Sei 7 € Sym(X). Da 7 bijektiv ist,
existiert die Umkehrabbildung 77! : X — X mit 7! o w(z) = 7~ }(n(x)) =
r=1(z) fir x € X. Also 7' o =1 und (G3) folgt. Hat X mehr als zwei
Elemente, so ist Sym(X) jedoch nicht abelsch:

Seien x1, x9, v3 € X drei verschiedene Elemente. Wir definieren Abbildungen
m: X —= X, p: X — X durch

Ty, T = T, T, T = T3,
m(x) = x1, 0 =129, p(x) =1 T3, T =19,
T, sonst, To, sonst.

Dal=mom = popliegen 7 und p in Sym(X). Ferner

mop(xry) = m(x1) = 29, pom(xy) = p(as) = x3.

Alsomop#por.



1.2 Satz.Sei (G, %) eine Gruppe.

(a) Seia € G. Istbe G mitb*a=e, so gilt auch a*xb=e.

(b) Das linksneutrale Element e von G eindeutig bestimmt und es gilt exa =
axe=a fir alle a € G.

1

(¢) Das linksinverse Element a=' von a ist eindeutig bestimmt und es gilt
-1

atxa=axal=e firalleacG.

Beweis. Sei a € G und b,c € G mit bx a = c¢* b = e. Dann folgt

axb=ex(axb)=(exa)xb=((cxb)*a)xb
=(cx(bxa))xb=(cxe)xb=cxb=e,

es folgt (a).
Aus (a) folgt weiter

a=exa=(axb)xa=ax(bxa)=axe.

Ist somit ebenfalls €’ linksneutral, so folgern wir e = €’ x e = ex e’ = €.
Daraus folgt (b).
Ist O’ ebenfalls linksinvers zu a, so folgt mit (a):

V=bUxe=bx(axb)=b*xa)xb=exb=0>

und damit die Eindeutigkeit der Linksinversen o~ = b. Mit (a) folgen dann
alle Behauptungen von (c).

Im Folgenden schreiben wir die bindre Verkniipfung meist multiplikativ, d.h.
wir schreiben ab statt a * b und sprechen von der Multiplikation oder Grup-
penmultiplikation , das neutrale Element wird mit 1 bezeichnet (Eins oder
Gruppeneins). In abelschen Gruppen wird oft die additive Schreibweise a + b
fiir die Verkniipfung verwendet und das neutrale Element mit 0 bezeich-
net. Eine nichtleere Teilmenge U der Gruppe G heifit Untergruppe, falls aus
a,b € U stets ab~! € U folgt. Dann ist U eine Gruppe und es gilt:

(1) Sind a,b € U = ab € U (U ist abgeschlossen unter der Multiplikation).
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(2) Ist a € U = a=' € U (U ist unter Inversion abgeschlossen).

Ist ndmlich a € U, so aa™! =1 € U und auch la=! = a=! € U. SchlieBlich
ist mit b € U auch b~ € U und dann a(b~!)~! = ab € U. Hiermit folgen (1)
und (2). Wegen 1 € U impliziert das auch, daf§ U eine Gruppe ist.
SchlieBlich: Ist U eine nichtleere Teilmenge von G fiir die (1) und (2) gilt, so
ist U eine Untergruppe: Sind a,b € U, so folgt mit (2) dann b~! € U und mit
(1) schlieBlich ab™! € U.

1.3 Beispiele. (1) Jede Gruppe G hat die trivialen Untergruppen G und

(1.

(2) In (Z, +) ist die Menge nZ = {nala € Z}, n € Z eine Untergruppe: Sei
na,nb € nZ, so na + (—nb) =n(a —b) € Z.

(3) In (R, -) ist offensichtlich (Q., -) eine Untergruppe, wo Q. die Teilmenge
der rationalen Zahlen in R ist.

1.4 Rechtsnebenklassen. Es sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Auf
G definieren wir die Relation py = p durch apb < ab™! € U. Wir behaupten,
daB py eine Aquivalenzrelation ist.

Zunichst beachte aa™ = 1 € U fiir a € G. Also ist apa (Reflexivitiit). Ist
apb, so ab™! € U und da U eine Untergruppe ist, folgt ba=t = (ab=1)~t € U,
sodal bpa (Symmetrie) gilt. SchlieBllich sei apb, bpc, d.h. ab™!, bc™! € U und
somit ac™! = (ab')(bc™!) € U, sodaB apc (Transitivitit) gilt.

Fiir a € G ist Ua = {ua|u € U} die Aquivalenzklasse bzgl. py, die a enthilt:
Sei mit [a] die Klasse bezeichnet, die a enthélt. Ist b € [a], so apb = bpa
= ba ' =ue U= b=uwa € Ua. Also [a] C Ua. Umgekehrt b = ua € Ua
bedeutet ba™! € U und damit bpa = apb, d.h. Ua C [a].

Die Aquivalenzklassen Ua heifien Rechtsnebenklassen von G modulo U.
Definiert man die Relation Ay durch a\pb < a='b € U, so ist auch \y eine
Aquivalenzrelation und Aquivalenzklassen sind in diesem Fall die Linksne-
benklassen aU = {aulu € U}.

1.5 Satz. Es sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe und X,Y seien Rechts-
nebenklassen modulo U. Dann gibt es eine Bijektion f: X — Y.



Beweis. Ist a € X, be Y, soist X =Ua, Y = Ub. Definiere

f:X =Y uar (ua)(a'b) =ub und
g:Y — X, ubw (ub)(b7'a) = ua.

Dann gilt f o g(ub) = f(g(ub)) = f(ua) = ub und g o f(ua) = ua analog.
Also ist f o g = 1y die Identitdt auf Y und g o f = 1x die Identitdt auf X.
Damit ist g = f~! die Umkehrabbildung zu f. Insbesondere ist f bijektiv.

Im Folgenden schreiben wir | X| = n fiir eine Menge X, wenn n Elemente in
X liegen. Hat X unendlich viele Elemente, so schreiben wir | X| = oc.

Definition. Ist G eine Gruppe, so heifit |G| die Ordnung von G. Ist U eine
Untergruppe und R die Menge der Rechtsnebenklassen, so heifit

G :U| = |R|
der Index von U in G.

1.6 Satz. Es sei U eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann gilt
Gl =[U]-|G: Ul

Beweis. Da G endlich ist, hat G auch nur endlich viele Rechtsnebenklassen,
etwa Xi,...,X,. Dann ist n = |G : U|. Ferner ist

G=X1U---UX,
eine Partition. Es gilt

|Gl = [Xa] + -+ | Xl

G

Ub
Ua




Die Rechtsnebenklasse zu 1 sei X, diese ist X; = U1 = U. Nach Satz (1.5)
ist |U| = | X;| = | X;| fiir alle 4. Also

|G| = n|U] = |G- U] - |U].

Bemerkung. Satz (1.6) wird Satz von Lagrange genannt. Er besagt, daf
die Ordnung jeder Untergruppe die Gruppenordnung teilt. Die Umkehrung
ist jedoch im allgemeinen falsch: Es gibt endliche Gruppen G und fiir diese
Teiler d der Gruppenordnung |G|, sodafl die Gruppe keine Untergruppe der
Ordung d hat.

Definition. Es sei GG eine Gruppe.
(a) X,Y seien beliebige Teilmengen von G. Dann ist die Menge
XY ={aylze X,yeY}

das Komplexprodukt von X und Y. Eine Rechtsnebenklasse Ua ist also
das Komplexprodukt U{a}.

(b) Es sei N eine Untergruppe von G. Dann heifit N Normalteiler von G,
falls e 'Na = N fiir alle a € G gilt. Aquivalent dazu ist die Bedingung
Na = aN fiir alle a, d.h. jede Rechtsnebenklasse ist eine Linksneben-
klasse und umgekehrt.

Ist eine Gruppe G abelsch, so ist natiirlich jede Untergruppe ein Normaltei-
ler, in beliebigen Gruppen ist das im allgemeinen nicht der Fall. Ist N ein
Normalteiler von G, so bezeichnen wir mit G/N die Menge der Rechtsneben-
klassen.

1.7 Satz. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Sind X,Y € G/N, so
ist XY € G/N. Mit dieser Multiplikation ist G/N eine Gruppe.

Beweis. Es sei X = Na, Y = Nb. Wir zeigen
XY = NaNb= Nab=Z.
Ist nab € Nab, n € N, so

nab = (na)(1b) € XY,wasZ C XY zeigt.
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Umgekehrt: Ein typisches Element aus XY hat die Gestalt niansb mit nq, ny €
N. Wegen Na = aN existiert ein n, € N mit any = nha. Damit

niangb = nynjab € Nab = ZundXY C Z

folgt.
Zur Verifikation der Axiome (G1)-(G3):
Fir X = Na,Y = Nb, Z = Nc gilt:

(XY)Z = (NaNb)Nc
= NabNc
N(ab)c
Na(be)
NaNbe
Na(NbNc)
— X(YZ).

Es folgt (G1). Neutrales Element in G/N ist N = N1 wegen (N1)(Na) =
N(la) = Na und zu Na invers ist Na=! wegen (Na™1)(Na) = N(a"'a) = N.

Definition. Ist N ein Normalteiler der Gruppe G, so heifit die Gruppe G/N
Faktorgruppe oder Quotient von G modulo N. Quotientenbildungen sind ein
wichtiges Hilfsmittel um Gruppen zu untersuchen. Auch fiir viele andere ma-
thematische Strukturen sind analoge Konstruktionen von Quotientenstruk-
turen von fundamentaler Bedeutung.

1.8 Beispiel. Es sei wieder G = (Z,+), die zuvor betrachtete Gruppe der
ganzen Zahlen. Es sei U eine Untergruppe, so ist U auch Normalteiler, da
G abelsch ist. (Rechts) Nebenklassen haben die Form U + a = a + U. Wir
haben bereits gesehen, dass fiir n € Z die Menge

U=nZ={nz|z€Z}

eine Untergruppe ist.
In Satz (2.1) werden wir sogar zeigen, daB} jede Untergruppe von G = Z diese
Gestalt hat. Sei von nun an U = nZ. Nach Definition der Relation py ist

apyb <= a—b e nt.



D.h. a — b = nz und n ist Teiler der Differenz a — b. Umgekehrt folgt aus "n
teilt a — b” auch apyb. Damit ist apyb dquivalent zu n teilt a — b. Statt apyb
schreibt man a = b (modn) und sagt a ist kongruent zu b modulo n. Ist zum
Beispiel n = 5, s0 ist

2+45Z={...,-8,-3,2,7,...} ={r € Z| x = 2(mod 5)}.

Wir untersuchen nun die Faktorgruppe G/U = Z/nZ. Ist n = 0, so ist
nZ = {0} die triviale Untergruppe und a — b € {0} bedeutet a = b. Also ist

Z/0Z = {{a}|a € Z}

Das ist nicht die Gruppe Z aber eine ”isomorphe” Gruppe, d.h. eine in ma-
thematischem Sinne zu Z vollig gleichwertige Gruppe. Wir werden bald mehr
zum Isomorphiebegriff sagen. Sei von nun an n # 0. Ist a € Z, so zeigt die
Division mit Rest, dafl

a=qn+ristmitge Z, 0 <r < n.

Damit ist
a+nZ=r+nqg+nc=r+nZ.

Ist 0 <7, s<nund r+nZ =s+nZ, sor =s (mod n). Also teilt n die
Zahl r — s und wegen |r — s| < n folgt r = s. Wir schlieBen:

Z/nZ ={r+nZ|0<r<n}={Z=0+2,1+7Z,...,(n—1)+Z},
und erhalten als Gruppenordnung
|Z/nZ| = n.
Zwei exemplarische Rechnungen in Z/nZ, n = 11:

(5+11Z) + (9+ 11Z) = 14+ 11Z = 3 + 11Z,
(7T+ 11Z)+(—10 + 11Z) = —3 + 11Z = 8 + 11Z.

Kiirzer driickt man das durch Kongruenzen aus:
549 =14 = 3(modl11), 7 — 10 = 8(mod11).

Zum Schlufl weisen wir auf die interessante Tatsache hin, dafl die Struktur
der Untergruppen und der Faktorgruppen von Z ganz verschieden ist: Alle
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Untergruppen nZ von Z, mit Ausnahme von 0Z, sind unendlich, alle Faktor-
gruppen Z/nZ, mit Ausnahme von Z/0Z, sind endlich.

Definition. Es seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heift
Gruppenhomomorphismus oder kurz Homomorphismus von G nach H, wenn
gilt
w(ab) = p(a)p(b) fir alle a,b € G.

Beachte, dafl die Verkniipfung auf der linken Seite die Gruppenmultiplika-
tion in G ist, die auf der rechten Seite die Gruppenmultiplikation in H ist.
Homomorphismen stellen also eine Verbindung zwischen den Gruppenmulti-
plikationen von Gruppen her. Man nennt ¢ einen Monomorphismus, Epimor-
phismus, Isomorphismus je nachdem ob ¢ injektiv, surjektiv oder bijektiv
ist.

Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, so ist auch die Umkehrabbildung ¢! ein
Isomorphismus (siche 1.10)). Es gibt also eine eineindeutige Korrespondenz
zwischen den Elementen von G und H und wegen p(ab) = ¢(a)p(b) wird die
Gruppenmultiplikation respektiert. Anschaulich gesprochen: In beiden Grup-
pen gelten die gleichen "Rechenregeln”. Von einem abstrakten Standpunkt
aus werden die Gruppen G und H nicht unterschieden und symbolisch driickt
man diesen Sachverhalt durch G ~ H aus. Aus mathematischen Sicht inter-
essiert normalerweise weniger eine Gruppe in einer speziellen Darstellung,
sondern man ist an den Eigenschaften des Isomorphietyps dieser Gruppe
interessiert, also den Eigenschaften, die alle Gruppen haben, die zur betrach-
teten Gruppe isomorph sind.

1.9 Beispiele. (1) Es sei G eine Gruppe. Die Identitit 1 =15 : G — G, a —
a ist offenbar ein Isomorphismus. Die Abbildung ¢ : G — {1}, a — 1 fiir alle
a € G ist ein Epimorphismus aber kein Monomorphismus, wenn |G| > 1 ist.

(2) Es sei G = (Z, +) die additive Gruppe der ganzen Zahlen, H = (Z/0Z, +)
die Faktorgruppe modulo dem trivialen Normalteiler 0Z = {0}. Durch ¢ :
G — H mit p(a) = {a} ist ein Homomorphismus erklért, denn

pla+0b) ={a+b} ={a} + {b} = p(a) + (b).

Offensichtlich ist ¢ bijektiv. Also ist G zu H isomorph und vom gruppen-
theoretischen Standpunkt aus beschreiben (Z, +) und (Z/0Z, +) das gleiche
Objekt.



Die hier gemachte Beobachtung gilt auch allgemein: Ist N = {1} der triviale
Normalteiler der Gruppe G, so ist G ~ G/N.

(3) Sei wieder G = (Z,+) und H eine beliebige Gruppe. Fiir ein festes a € H
definiere ¢ : G — H durch ¢(n) = a™. Wegen

4+n _ m_n

p(m+n) =a™™" =a™a" = p(m)p(n)
ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.
(4) Es sei G = (R, +) die additive Gruppe der reellen Zahlen und H = (R4, )
die multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen. Die neutralen Elemen-

te sind 0 bzw. 1. Definiere ¢ : G — H durch ¢(x) = ¢” (Exponentialfunkti-
on). Nach den Rechenregeln der Exponentialfunktion gilt:

plr+y) =€ =e'e’ = p(x)p(y).

Also ist ¢ ein Homomorphismus. Man weif}; dafl ¢ eine Umkehrabbildung
o ! = log, den Logarithmus, besitzt. In dem diesem Beispiel folgenden Satz
(1.11) wird gezeigt, dass die Umkehrabbildung eines Isomorphismus selbst
ein Isomorphismus ist. Das bestétigt die folgende, wohlbekannte Rechenregel
des Logarithmus:

o~ (xy) = log(zy) = log(z) +log(y) = ¢ ' (z) + ¢ '(y).

Somit gilt (R, +) ~ (R, ), die additive Gruppe der reellen Zahlen ist iso-
morph zur multiplikativen Gruppe der positiven reellen Zahlen.

Weitere Bezeichnungen. Es sei G eine Gruppe. Ein Homomorphismus ¢ :
G — G heiit Endomorphismus . Ist ¢ bijektiv, so ist ¢ ein Automorphismus .
Seien G, H Gruppen, ¢ : G — H ein Homomorphismus. Wir definieren Kern
und Bild von ¢ als

Ker(g) = {a € G |p(a) = 1}, Im(p) = {p(a) [a € G}.

Anders ausgedriickt: Ker(¢) = (¢)71(1), Im(p) = »(G).

1.10 Satz. Es sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
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(a) p(1) =1 und p(a)™ = p(a™t) fira e G.

(b) Ker(yp) ist eine Untergruppe von G und Im(y) ist eine Untergruppe von
H.

(c) ¢ ist genau dann ein Monomorphismus, wenn Ker(yp) = {1} gilt.

(d) Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung =" : H — G ein
Isomorphismus.

Beweis. (a) ¢(1) = ¢(12) = ¢(1)¢(1). Mulitpliziert man mit ¢(1)~!, so folgt
1 = ¢(1). Weiter ist fur a € G:
1=p(1) =p(a""a) = p(a”")p(a),
was p(a™!) = ¢(a)! zeigt.
(b) Seien a, b € Ker(p). Zeige ab~t € Ker(yp):
Aus (a) folgt p(ab™') = p(a)p(b) ™ =1-171 =1, was ab 'Ker(p) impliziert.
Seien z,y € Tm(p). Zeige zy~' € Im(p):
Es existieren a,b € G mit ¢(a) = x, ¢(b) = y. Mit (a) folgt p(b™!) = y~!

und daher
1

vy~ =p(a)p(b™") = p(ab™!) € Im(yp).

(c) Angenommen Ker(¢) = {1}. Sei p(a) = ¢(b). Dann 1 = p(a)p(b)~! =

(a)p(b™1) = p(ab™ ). Also ab™! € Ker(p) = {1} und damit 1 = ab™! bzw.
b. Daher ist ¢ injektiv.
Nun nehme an, dafl ¢ injektiv ist. Dann hat das Einselement in H als Urbild
unter ¢ nur das Einselement von G. Also Ker(¢) = {1}.
(d) Seien x,y € H. Zeige o (zy) = ¢ (z)p (y):
Es existieren a,b € G mit ¢(a) = z, p(b) = y. Also p(ab) = p(a)p(b) = xy
und o~ (z) = a, = (y) = b sowie o~ (zy) = ab. Es folgt

o Hzy) = ab= o~ (x)o (y).

1.11 Beispiel. Es sei G eine Gruppe, g € G sei fest gewihlt. Definiere a(g) :
G — G durch a(g)(a) = gag™'. Diese Abbildung nennt man Konjugation
mit g. Zunéchst gilt fiir a,b € G:
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b
ga)-1-(bg™")

)9~ 'g)(bg™")
“(gbg™")
(9)(a) - a(g)(b).

Damit ist a(g) Homomorphismus, also Endomorphismus. Wegen

[l
R
Q

alg ) o alg)(a) = alg™) (a(g)(a) = g ' (gag)g " =a
ist a(g™!) = a(g)~! die Umkehrabbildung von a(g) und somit ist a(g) ein
Automorphismus.

Ist die Gruppe G abelsch, so ist natiirlich jeder der Automorphismen «(g)
die Identitdt 1. In nicht abelschen Gruppen gibt es jedoch Automorphismen
der Gestalt a(g), die nicht die Identitdt sind.

Bemerkung. Sind ¢ : G — H, v : H — K Homomorphismen, so ist wegen

pop(ab) = y(p(ab))
= Y(p(a)p(b))
= ( (@)¥ (e ()
= Yop(a)-Pop(b)

auch die Komposition 1 o ¢ : G — K ein Homomorphismus.

Auf der Menge End(G) der Endomorphismen von G ist somit die Kompo-
sition von Homomorphismen eine binére Verkniipfung. Bezeichnet man mit
Aut(G) die Menge der Automorphismen von G, so ist Aut(G) mit der Kom-
position sogar eine Gruppe, die Automorphismengruppe von GG. Beachte, daf3
die Existenz der Inversen aus Satz (1.11.c) folgt und die Identitat natiirlich
das neutrale Element von Aut(G) ist.

1.12 Satz. FEs sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
Ker(y) ein Normalteiler von G.

Beweis. Setze N = Ker(p). Wir zeigen a='Na C N fiir a € G:
Ein typisches Element aus a~'Na hat die Form 2 = a~'na mit n € N. Dann

o) = p(aHp(n)e(a) = pa)™ - 1-pla) =1
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und x € Ker(p) = N. Es folgt die Behauptung.
Dann gilt auch a*Na = N fiir alle a € G: Es ist namlich auch aNa™! C N
und damit N = a *(aNa™')a C a~ ' Na.

1.13 Satz. Fs sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
G/Ker(p) ~ Im(yp).

Beweis. Nach Satz (1.12) ist N = Ker(y) ein Normalteiler von G. Daher
kann man die Faktorgruppe G /N bilden.

(1) Ist X eine Rechtsnebenklasse und z,y € X, so gilt p(z) = ¢(y):

Sei X = Na, a € G geeignet. Dann ist © = nja, y = nga mit ny,ny € N =
Ker(p). Also

o(x) = p(nia) = p(n1)e(a) =1-p(a) = ¢(a)

und genauso ist p(y) = ¢(a) = p(x).
(2) Definiere f : G/N — H durch

f(X) = p(a) fir X = Na.

Nach (1) wird damit jeder Nebenklasse genau ein Element aus H zugeordnet,
d.h. f ist eine Abbildung.

Wir bemerken an dieser Stelle, dafl wir damit gezeigt haben, dafl f wohlde-
finiert ist. Damit ist gemeint:

Will man auf einer Menge von Aquivalenzklassen eine Abbildung dadurch
definieren, indem man das Bild der Aquivalenzklasse als das Bild eines Re-
prasentanten beschreibt, so ist immer nachzupriifen, daf§ diese Definition des
Bildes der Aquivalenzklassse unabhingig von der Wahl des Reprisentanten
ist.

(3) f ist ein Homomorphismus:

f(NaNb) = f(Nab) = ¢(ab) = ¢(a)p(b) = f(Na) f(Nb).

(4) f ist surjektiv:

Ist 2 = p(a) € Im(p),so0 f(Na) = ¢(a) = x.

(5) fist injektiv:

Angenommen f(Na) = f(Nb). Dann ¢(a) = ¢(b).Also 1 = ¢(a)p(b)~! =
(ab™) und ab~! € Ker(¢) = N. Es folgt a € Nb und Na = Nb.
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Bemerkungen. (a) Satz (1.13) ist von fundamentaler Bedeutung und wird
Homomorphiesatz genannt. Unter anderem hat er folgende Konsequenz: Kennt
man alle Normalteiler einer Gruppe G, so sind auch alle ihre epimorphen Bil-
der bekannt. In diesem Fall ist namlich Im(p) = H und G/Ker(p) ~ H.

(b) Ist N ein Normalteiler der Gruppe G, so wird durch v : G — G/N, a
Na ein Epimorphismus definiert (die Homomorphieeigenschaft folgt aus der
Art wie die Multiplikation auf G/N erklart ist). Dieser Epimorphismus heif3t
der natirliche Epimorphismus von G auf G/N. Fiir die Abbildung f aus dem
Beweis von Satz (1.13) gilt somit

fov(a) = ¢p(a)

fiir a € G. Diesen Sachverhalt beschreibt man auch durch ein kommutatives
Diagramm.

Kommutative Diagramme sind Systeme von Pfeilen. Die Pfeile stehen fiir
Abbildungen. Das Durchlaufen von Pfeilen bedeutet Komposition von Ab-
bildungen und ”kommutativ” heifit, dal} jeder Weg langs Pfeilen, der zwei
Punkte verbindet, stets die gleiche Abbildung darstellt.

(c) Es sei ¢ : G — H ein Gruppenepimorphismus. Der Homomorphiesatz
stellt eine eineindeutige Korrespondenz der Untergruppen Kergp < U < G
zwischen Ker ¢ und G mit den Untergruppen von H her:

Ist ndmlich V' < H, so ist das Urbild von V'

U=¢ '(V)={9€Glelg) eV}

eine Untergruppe (die Routineverfikation sei dem Leser iiberlassen), die zwi-
schen Ker ¢ und G liegt. Da ¢ ein Epimorphismus ist, gilt auch p(U) = V.
Umgekehrt: Gilt Kerp < U < G und setzt man V = ¢(U), so U < ¢ 1(V).
Es gilt sogar U = ¢ 1(V), denn ist p(u) = p(z), u € U,z € o~ 1(V), so
zu~! € Ker o, und daher x € (Ker ¢)u C U. Es folgt die Behauptung.
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2 Struktursatze

Will man eine mathematische Theorie verstehen, so ist es immer wichtig ei-
nige typische Beispiele gut zu kennen. In diesem Abschnitt untersuchen wir
zwei Beispielklassen von Gruppen. Die erste Klasse besteht aus den zykli-
schen Gruppen. Diese Gruppen sind aus gruppentheoretischer Sicht vollig
verstanden, insbesondere kennt man die Struktur der Untergruppen. Zykli-
sche Gruppen sind gewissermaflen die unkompliziertesten Gruppen. Als zwei-
te Serie von Gruppen betrachten wir die symmetrischen Gruppen auf end-
lichen Mengen. Hier kommen wir nicht zu einer vollstédndigen Beschreibung
der Untergruppenstruktur, wir geben uns mit der Bestimmung der Ordnung
zufrieden. In der Tat sind die symmetrischen Gruppen aus gruppentheore-
tischer Sicht so kompliziert wie nur moglich: Es gibt ndmlich einen Satz,
der besagt, dafl jede endliche Gruppe G Untergruppe einer symmetrischen
Gruppe auf |G| Symbolen ist.

2.1 Satz. Es sei U eine Untergruppe der additiven Gruppe Z der ganzen
Zahlen. Dann gibt es ein 0 <n € Z mit U = nZ.

Beweis. Ist U = {0}, so ist U = 0Z. Sei also U # {0}. Mit = € U ist auch
—x € U. Insbesondere gibt es ein 0 < x € U. Sei n die kleinste positive Zahl,
die in U liegt.

Behauptung: U = nZ.

Sei m € U beliebig. Disvision mit Rest ergibt

m=qn-—+r

mit ¢,7 € Zund 0 < r <n.
Nun ist fiir ¢ > 0 die Zahl ng die ¢-fache Summe von n, dh. ng € U. Ist
q < 0, so ist gn = —|g|n und liegt ebenfalls in U. Damit ist

r=m—qn € U.

Nach der Wahl von n folgt » = 0. Also m = gn € nZ. Es folgt U C nZ Nach
der obigen Uberlegung ist andererseits auch nZ C U Es folgt die Behauptung.

Bemerkung. Nach Satz 2.1 liegt ein komplette Auflistung aller Untergrup-
pen der Gruppe Z vor. In der Praxis gelingt es nur sehr selten die vollstéandige
Liste aller Untergruppen einer Gruppe herzustellen.
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Definition. Eine Gruppe H heiit zyklisch, falls es einen Epimorphismus:
¢ :Z — H gibt, also H = Im(p). Nach dem Isomorphiesatz (1.13) und (2.1)
gilt

H =1Im(p) ~ Z/nZ,
wobei Ker(¢) = nZ, 0 < n € Z ist. Entweder ist n = 0 und damit H ~
Z/0Z ~7Z und |H| ~ oo oder n > 0 und |H| = |Z/nZ| = n.

2.2 Satz. Fs sei G eine zyklische Gruppe der Ordnungn < oco. Dann existiert
ein g € G mit

G={g"lmeZ}={l=g¢"9g,....0" '}

Jedes solche g heifit erzeugendes Element von G. Insbesondere ist G' abelsch.

Beweis. Es sei ¢ : Z — G ein Epimorphismus mit Ker(¢) = nZ, n > 0. Setze
g=(1). Ist m > 0,s0

pm) =1+ +1)=p(1) (1) =g",

wobei die Summe der Einsen bzw. das Produkt der ¢(1) sich jeweis tiber m
Terme erstreckt. Ist m < 0, so

p(m) = p(=1) - p(=1) = (g )" = g™

Das zeigt G = {¢g™|m € Z}. Ist g™ = 1, so folgt p(m) = Lund m € Ker(p) =
nZ. Damit ist genau dann ¢ = 1, wenn n ein Teiler von m ist. Sei h ein
beliebiges Element aus G und k € Z mit h = (k) = ¢g*. Division mit n
liefert ganze Zahlen ¢,r mit k = gn +r, 0 < r < n. Es folgt

gn-—+r qn .7

h=g'=gm"=g"g =g".

Damit ergibt sich G = {¢"|0 < r < n}. Da G die Ordnung n hat, sind
alle Elemente in der Menge auf der rechten Seite paarweise verschieden. Die
Gruppe G ist auch abelsch, da sie das Bild einer abelschen Gruppe ist. Es
folgen alle Behauptungen.
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Bemerkung. Satz (2.2) zeigt: 1) Eine zyklische Gruppe der Ordnung n ist
zu Z/nZ isomorph. 2) Zu jeder natiirlichen Zahl n > 0 existiert eine zyklische
Gruppe der Ordnung n, ndmlich Z/nZ.

2.3 Beispiel. Es sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung 1lund g ein
erzeugendes Element. Dann ist G = {1 = ¢°, g,...,¢'°}. Multiplikation von
¢® mit ¢® erfolgt gemif der Rechenregeln fiir den Umgang mit Potenzen. In
unserem Fall sind Exponenten modulo 11 zu lesen. Also

% = g™ = $odergl®g = g1t = 1.

Insbesondere ist ¢''~2, das Inverse von g°.

2.4 Satz.

(a) Es sein > 1 eine natirliche Zahl. Die Untergruppen H von Z, die nZ
enthalten, haben die Form H = dZ mit einem Teiler d von n.

(b) Es sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Dann gibt es zu jedem
Teiler d von n genau eine Untergruppe der Ordnung d von G. Diese
Untergruppe ist zyklisch.

Beweis. (a) Sei dZ eine Untergruppe von Z, die nZ enthélt. Dann existiert
ein k € Z, mit kd = n. Es folgt die Behauptung.

(b) Es sei ¢ : Z — G ein Epimorphismus und g = (1) sei ein erzeugendes
Element von G. Sei n = kd. Definiere einen Homomorphismus ¢ : G — G
durch ¢(g") = (¢")* = ¢g"* und setze H = Im(¢). Damit ist po¢ : Z — H ein
Epimorphismus. Angenommen m € Ker(p o ¢). Dann ¢(¢(m)) = g™ =1
und n ist, wie wir im Beweis von (2.2) gesehen haben, ein Teiler von mk, d.h.
d ist ein Teiler vom m. Daher Ker(y o ¢) = dZ und der Homomorphiesatz
zeigt: H ~ 7/dZ ist zyklisch der Ordnung d.

Nach Bemerkung (c) zum Homomorphiesatz induziert ¢ eine eineindeutige
Korrespondenz zwischen den Gruppen, die zwischen nZ und Z liegen mit
den Untergruppen von G. Hach (a) hat Z/nZ hochstens soviele Untergrup-
pen, wie n Teiler hat. Daher gibt es zu jedem Teiler d von n genau eine
Untergruppe der Ordnung d.

Bemerkung. Das folgende Diagramm zeigt die Untergruppenstruktur einer
zyklische Gruppe der Ordnung 24:
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Definition. Es sei G eine Gruppe und a € G. Die kleinste natiirliche Zahl
n mit ¢” = 1 nennen wir die Ordnung von a und schreiben |a| = n; gilt
a™ # 1 fiir jede natiirliche Zahl n, so sagen wir, daf§ a unendliche Ordnung
hat und schreiben |a| = oo. Betrachten wir wieder den Homomorphismus
v :Z — G, mw— a™, so gilt Im(p) ~ Z/nZ, falls |a| = n und Im(p) ~ Z,
falls |a| = oco.

2.5 Satz. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt al¢! = 1 fiir alle a € G.

Beweis. Definiere wie in der Definition ¢(m) = o™ und U = Im(yp). Sei
Ker(p) =nZ, son >0, da U ~ Z/nZ endlich ist und nach Satz (2.2) ist

U={l1=da,...,a" '}

und damit a” = a/Vl = 1. Nach dem Satz von Lagrange folgt a/! = (alV1)IGUl =
1.

Fiir den Rest dieses Abschnitts wollen wir uns mit den symmetrischen Grup-
pen beschiiftigen. Das néchste Resultat zeigt, dafl die Struktur der symmetri-
schen Gruppe Sym(X) nur von der Kardinalitdt | X| der Menge X abhéngt.

2.6 Satz. Fs seien X, Y Mengen und ¢ : X — Y eine Bijektion. Dann ist
Sym(X) ~ Sym(Y').

Beweis. Wir definieren eine Abbildung — : Sym(X) — Sym(Y)durch 7 =
pomop ! firme Sym(X).
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o09=Y,;

Als Komposition bijektiver Abbildungen ist T = ¢ o m o ¢! bijektiv, also
eine Permutation auf Y. Die Abbildung 7 — 7 ist auch ein Homomorphismus
denn:

7rlo7r2:gpo7rlo7r2ogp_1:gpowlogp_logpo7r20gp_l271072,

Definiert man die Abbildung ~: Sym(Y) — Sym(X) durch ¢ = p~'oo o
pfiir ¢ € Sym(Y), so folgt aus Symmetriegriinden, dafi diese Abbildung
ebenfalls ein Homomorphismus ist. Offensichtlich sind die Abbildungen —
und ~ zueinander invers und daher sind beide Isomorphismen. Wir haben

Sym(X) ~ Sym(Y').

Bemerkung. Ist X eine Menge mit n Elementen, so zeigt unser Satz, dafl die
Symmetrische Gruppe Sym(X ) isomorph ist und zur symmetrischen Gruppe
auf der Menge {1,...,n}. Da man nur am Isomorphietyp einer Gruppe in-
teressiert ist, darf man X = {1,...,n} annehmen. Wir schreiben dann auch
Sym(n) statt Sym({1,...,n}).

2.7 Satz. Es gilt |Sym(n)| = nl.

Beweis. Es sei X = {1,...,n}. Ist 7 : X — X injektiv, so gilt |7(X)| =
n = |X| und damit ist 7 sogar bijektiv, also eine Permutation. Um |Sym(n)|
zu berechnen miissen wir demnach die injektiven Abbildungen 7 : X — X
abzéhlen. Man iiberlegt sich sofort, dafl eine Abbildung 7 genau dann injektiv
ist, wenn sie die folgenden n Bedingungen erfiillt.

(1) n(1) € X.
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(2) 7(2) € X = {n(1)}
3) 7(3) € X —{x(1),7(2)}

(n) 7(n) € X —{x(1),...,7(n—1)}

Definiert man 7 : X — X dadurch, dafl man 7(1) € X beliebig, 7(2) €
X —{m(1)} beliebig ....,m(n) € X —{m(1),...,7(n — 2)} beliebig wihlt, so
erhélt man eine injektive Abbildung und jede injektive Abbildung wird auf
diese Weise konstruiert.

Fiir m(1) hat man n Wahlen, fiir 7(2) hat man n — 1 Wahlen, .... fiir m(n)
hat man n — (n — 1) = 1 Wahlen.

Also |[Sym(n)|=n-(n—1)---1=nl

Bemerkung. Wie am Anfang dieses Abschnitts erwidhnt sind die symmetri-
schen Gruppen aus gruppentheoretischer Sicht komplizierte Gruppen. Insbe-
sondere ist Sym(n) fiir n > 3 nicht zyklisch. Damit lassen sich die Elemente
dieser Gruppe nicht als Potenzen eines erzeugenden Elementes schreiben.
Gibt es vielleicht Teilmengen X C Sym(n), die mehr als ein Element ent-
halten, sodafl die Elemente aus G Produkte von Elementen aus X sind ?
Nun diese Frage hat eine triviale Antwort: Man nehme X = G. FEigentlich
meinen wir: Kann man eine besonders ”schéne” Menge X mit der gewiinsch-
ten Eigenschaft finden. ”Schén” kénnte heiflen, dal X nur wenige Elemente
hat, oder nur Elemente einer bestimmten Sorte. Mit dieser Frage im Zusam-
menhang mit der symmetrischen Gruppe beschéftigen wir uns im néchsten
Abschnitt. Als Vorbereitung auf diese Frage verallgemeinern wir den Begriff
des erzeugenden Elementes.

Definition. (a) Es sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge X heifit Erzeugenden-
system von G, falls sich jedes Element aus G als Produkt der Form z; - - -z,
schreiben 148t, wobei z; oder z; ! in X liegt.

(b) Ist Y eine Teilmenge und (Y') die Menge aller Produkte der Form y; - - - y,,
mit y; oder y; * in Y, so sieht man leicht ein, daf (Y) eine Untergruppe von
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G ist. (Y) heifit das Erzeugnis der Menge Y. Insbesondere ist Y Erzeugen-
densystem von G, wenn (V) = G gilt.

2.8 Beispiele. (a) Es sei G = {1 = ¢°, ..., g"} die zyklische Gruppe der
Ordnung 12 mit einem erzeugenden Element g. Wir kénnen also G = (g)
schreiben. Nach (2.4) ist (g*) eine Untergruppe der Ordnung 3, (g*) eine
Untergruppe der Ordnung 4. Schliefflich gilt noch

G = <g?’,g4> :

Sei R die rechte Seite, so ist R eine Untergruppe von G und nach dem Satz
von Lagrange teilt |R| die Zahl 12. Andereseits sind (g*) und

(¢®) Untergruppen von R. Damit sind wieder nach Lagrange 3 und 4 Teiler
von |R|. Es folgt |R| = 12 und somit G = R.

(b) Es sei G = Sym(3). Wir wissen bereits aus §1, daB8 G nicht abelsch ist,
also auch nicht zyklisch. Damit braucht man wenigstens zwei Elemente um
G zu erzeugen. Wir definieren zwei Permutationen durch

T:1—2 2—1 3+ 3,
c:1—1 2—3 3— 2.

Klar ist, 7 # o und da die Untergruppe U = (o, 7) auch die Identitét enthélt,
ist |U| > 3. Andererseits ist 72 = 1. Damit hat 7 die Ordnung 2. Nach (2.5)
folgt: 2 teilt |U|. Damit gilt sogar |U| > 4. SchlieBlich ist |U| ein Teiler von
|Sym(3)| = 3! = 6. Wir folgern U = Sym(3) und {7, 0} ist ein Erzeugenden-
system von G.

Bemerkung. Man beachte, dal durch Verwendung des Satzes von Lagran-
ge es nicht notig war, die Elemente aus der Grupppe G als Produkte der
erzeugenden Elemente konkret hinzuschreiben. Das wire in beiden Fiéllen
natiirlich auch moglich gewesen.

3 Permutationsgruppen

Dieses Kapitel handelt von Untergruppen von symmetrischen Gruppen, soge-
nannten Permutationsgruppen. Nachdem die Begriffe ”Bahn” und ”Stabili-
sator” erklért sind, wird in Satz (3.2) eine fundamentale Bezichung beschrie-
ben: die gruppeninterne Grofie |G : G| = Index des Stabilisators ist gleich
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der externen Grofle |B| =Bahnldnge. Diese einfache Beobachtung erweist
sich als grundlegend fiir die Gruppentheorie. Wir wenden dieses Resultat an
und geben einen neuen Beweis der Ordnungsformel fiir Sym(n). Bei der Be-
handlung der Zyklenzerlegung von Permutationen wird (3.2) ebenfalls von
Nutzen sein. Wichtig fiir die lineare Algebra ist der Signumshomomorphis-
mus. Man benétigt ihn dort bei der Behandlung der Determinante linearer
Operatoren. Wir beenden das Kapitel mit Anwendungen der Gruppentheorie
auf Symmetriebetrachtungen.

Definition. Es sei X eine nichtleere Menge und G eine Untergruppe der
symmetrischen Gruppe Sym(X)auf X. Man nennt das Paar (G, X) oder
einfach G eine eine Permutationsgruppe (auf der Menge X).
Im Folgenden schreiben wir auch 77 statt 7o 7 fiir 7,7 € G.

3.1 Satz. Es sei (G, X) eine Permutationsgruppe.

(a) Wir definieren auf X die Relation ~, indem wir x ~y setzen, falls ein
m € G ezistiert mit y = w(x). Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf
X.

(b) Fiirz € X setze G, = {m € G|w(x) = x}. Dann ist G, eine Untergrup-
pe von G.

Beweis. (a) Wegen 1 € G und 1(z) = z fiir z € X, folgt x ~ zfiir alle
z € X. Gilt x ~ y, so existiert ein 7 € G mit 7(z) = y. Wendet man 7!
an, so erhdlt man z = 7~ !(y). Da 7! Element von G ist, folgt z ~ y. Sei
x ~y,y ~ z Dann existieren m,0 € G mit y = 7(x), z = o(y). Damit folgt
z=o0(y) =o(n(zr)) =ocom(zr). Wegen 0 o € G hat man x ~ z und (a) ist
gezeigt.

(b) Wegen 1(z) = z ist 1 € G,. Seien 7,0 € G,, also 7(z) = o(x) = x.
Damit gilt auch o7(z) = z, was 0! € G, bedeutet. Also haben wir

moo '(z)=n(c"(z) = o(x) = 2.

Damit gilt m oo™ € G, und G, ist eine Untergruppe von G.

Definition. Es sei (G, X) eine Permutationsgruppe und ~ die Aquivalenzre-
lation aus dem vorstehenden Satz. Es sei x € X und B die Aquivalenzklasse,
die = enthélt. Nach Definition ist

B ={n(z) |7 € G}.
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Man nennt B eine Bahn von G auf X (die Bahn , die x enthélt).

Ist B eine endliche Menge, so heifit die Anzahl |B| der Elemente der Bahn
die Bahnlinge von B. Fiir 7 € G sind die Elemente z € X mit 7(z) = x die
Fizpunkte von w. Die Gruppe G, aus dem Satz besteht also gerade aus den
Elementen von G, die x als Fixpunkt haben. Man nennt G, den Stabilisator
von x.

Beispiel. Es X = {1,2,3} und = die Permutation, die 1und 2 vertauscht
und 3 festlaft. Sei G die von 7 erzeugte zyklische Untergruppe von Sym(X).
Wegen 72 = 1 ist G = {1,7} und |G| = 2. Jedes Element aus X ist fix
unter 1 und 3 ist der einzige Fixpunkt von 7. Ferner hat G die Bahnen {1, 2}
und {3}. SchlieBlich gilt G; = Gy = {1}, G3 = G. Die folgende Beziehung
zwischen den Elementen einer Bahn und den Nebenklassen eines Stabilisators
ist fundamental.

3.2 Satz. Es sei (G, X) eine Permutationsgruppe, B eine Bahn von G und
r € B.

(a) Wihle m; € G derart, daff die m;(x), i € I die verschiedenen Elemente
von B sind. Also B = {m;i(x) | i € I} und mi(x) # m;(z) firi # j.
Dann ist

G = U 7TZ'Gx

el

die Linksnebenklassenzerleqgung von G modulo dem Stabilisator G .

(b) Es sei X endlich. Dann gilt
|B] =G : Gl

D.h. die Bahnlinge |B| ist gleich dem Index |G : G| des Stabilisators
von x in G fir jedes x € B.

Beweis. (a) Sei m € G.Dann liegt m(z) in B und es existiert ein ¢ € I mit
m(x) = mi(x). Also n; om(x) = 2 was m; Lo € G, zeigt. Es folgt 7 € mG,.
Damit gilt

G = U WiGz-

el
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Wir zeigen noch, dafl diese Nebenklassen paarweise verschieden sind. Ange-
nommen 7;G, = 7,;G,. Dann existieren 01,09 € G, mit m; 007 = 7 00y und

daher
mi(z) = mi(o1(x)) = m 0 01(x) = W 0 09 (x) = mj(02()) = 7;(z).

Nach Wahl der 7; folgt ¢ = 7 und damit die Behauptung.
(b) Es sei B = {m(z),...,m(x)}, so ist nach (a)

G = U 7T7;Gz
iel
eine Nebenklassenzerlegung und daher

|G : G| =n=|B|.

3.3 Beispiel. Definiere 7,0 € Sym(5) durch
m:1—2,2—1,3—3,4—55—4

und
c:1—1,2—2,3—4,4+—5,5+— 3.

Man verifiziert sofort: |7| =2, |o| =3 und 7~ 'om = o~ !. Das zeigt (o) <G,
wo G = (m,0). Daher |G| = 6. Die Bahnen von G sind B; = {1,2} und By =
{3,4,5}. Schliefllich erhélt man als Stabilisatoren Gy = (o) und G3 = ().
In Ubereinstimmung mit Satz (3.2) ergibt sich

|Bl‘ =2= |G . G1|, ‘B3| =3 = |G . G3|

Ein neuer Beweis von (2.7): [Sym(n)| =n! .
Es sei X = N, = {1,...,n} und G = Sym(X) = Sym(n). Wir machen
Induktion nach n.
n=1: |Sym(1)| = {1} =1= 1.
n — 1 = n: Zunéachst gilt fiir den Stabilisator G,, von n:
1)
Sym(n — 1) ~ G,.

Dazu definiere eine Abbildung — : G,, — H = Sym(n — 1) durch 7 — 7, wo
7 die Einschrankung der Permutation 7 auf Y = N,,_; ist. Wegen 7(n) =n
permutiert 7 die Elemente von Y untereinander, d.h. 7 ist in der Tat aus H.
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¢T[ T — TI ¢ﬁ
i) r‘:(m)
°n T |

Fiir 0 € H definiere die Permutation ¢ auf X durch

() :{ o(x), T€Y,

n, r=n.

o

Dann gilt ¢ € G,,. Man sieht leicht, da die beiden Abbildungen — und A
zueinander invers sind und beide Homomorphismen sind. Es folgt Aussage
(1). Konsequenz dieser Aussage und der Induktion ist
(2)

|G| = (n = 1)!
Es ist X eine G-Bahn: Sind ndmlich x,y € X, = # v,
So definiere

Yy, 2=,
w(z) =1 z, z=y,
z, sonst.

Offenbar ist  eine Permutation mit 7(z) = y. Dann ist z ~ y im Sinne der
Aquivalenzrelation aus 3.1. Aus (3.2) folgt

n=|X|=|G: G,
Aus (2) und dem Satz von Lagrange ergibt sich
|G| = |G : G4||Gz| = n(n —1)! =n!

3.4 Zyklen. Es sei X = N,, = {1,...,n}. Eine Permutation 7 aus Sym(n)
beschreibt man oft durch ein zweireihiges Schema der Gestalt

= (sl o - ot )
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Zum Beispiel schreibt sich die Permutation

m:l1—2,2—3 3—1

(123
T™\la23 1)

Produkte mp = 7 o ¢ werden durch Auflésen von rechts berechnet, also

B 1 - pm) - n 1 - m - n
T a) e wlem) e W(M)(@(l) p(m) - p(n)
1 m n

Konkret:
1 2 3 123\ (123
2 3 1 21 3) \\3 2 1)

Wir entwickeln jetzt eine sehr viele bequemere und aussagekraftigere Dar-
stellung von Permutationen. Es sei G = () die von 7 erzeugte zyklische
Gruppe. Eine Bahn B von G wird n-Zyklus oder Zyklus von m genannt, die
Bahnléange |B| heifit Zyklenlinge. Die Zyklen der Lénge 1 bilden offenbar die
Menge Fliz(m) der Fixpuntke von 7. Das Komplement Tr(7) = X — Fix(m)
heif3t der Trager von mund dieser ist die Vereinigung von Zyklen, deren Lénge
grofier als 1 ist. Eine Permutation 7 heifit k-Zyklus, k > 1, falls der Tréger
Tr(m) ein m-Zyklus der Lénge k ist. 2—Zyklen nennt man Transpositionen.

(12345
"l24513
hat die Zyklen {1,2,4},{3,5} und X = Nj ist der Tréger von 7. Die Permu-

tation
(1234
T=\l14 3 2

hat die Zyklen {1},{2,4},{3} und Tr(7) = {2,4} ist ein 2-Zyklus. Also ist
7 eine Transposition. Die Identitdt hat offenbar nur die Zyklen {z},z € X
und Fiz(1) = X, Tr(1) = 0.
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Beachte, dafl wir etwas ungenau den Begriff Zyklus fiir Mengen (= Bahnen)
wie auch fiir Permutationen verwenden. Aus dem Zusammenhang wird sich
jedoch problemlos ergeben, in welchem Sinne dieser Begriff verwendet wird.

3.5 Satz. Es seien m, p Permutationen aus Sym(n).
(a) Es sei Tr(m)NTr(p) =0. Dann gilt 7p = pr.
(b) Sei B ein w-Zyklus der Linge k und x € B. Dann gilt B = {x, w(z),..., 7" Y(z)}.

(c) FEsseien By, ..., B, die w-Zyklen der Linge > 1. Dann existieren Zyklen
P1s- -y pr € Sym(n) mit Tr(p;) = By, 1 <i<r, mitm=py - p,. Es
gilt pip; = pjpi fir alle 1 <i,5 <.

(d) Die Produktdarstellung von m mit disjunkten Zyklen wie in (c) ist ein-
deutig. D.h. sind py, ..., p, Zyklen mit Tr(p;) N Tr(p;) = O fir i # j
und ™= py---pl, soist r = s und p; = p bei geeigneter Numerierung.

Beweis. Setze X = N,,.

(a) Wegen Tr(m) N Tr(p) = 0 ist X = Fiz(r) U Fixz(p). Sei z € X, zum
Beispiel © € Fiz(m). Ist auch x € Fix(p), so mp(z) = w(x) =z = p(x) =
pr(x). Ist @ € T'r(p), so ist auch p(x) € Tr(p) C Fizx(m). Daher gilt

p(r(x)) = plx) = m(p(z)).

Aus Symmetriegriinden folgt pm(x) = mp(x) fir alle z € X, also mp = pm.
(b) Ist s die Ordnung von T, so ist () = {1,7,...,7*"'}. Damit folgt B =
{7'(x)] 0 <i < s}. Wihle 0 < ¢ € Z so klein wie moglich, soda$ die Elemente
x,m(z),. .., }(x) paarweise verschieden sind. Dann 7‘(z) = 7" (x) mit 0 <
r < £. Wende auf diese Gleichung 7~ "an. Dann ist 7¢~"(x) = x. Nach Wahl
von ( folgt r = 0. Hieraus folgt, dal B = {n'(z) |0 < i < ¢} ist und damit
die Behauptung.

(c) Offenbar ist Tr(w) = By U ---U B, eine Partition. Fiir jedes 1 < i < r
definiere eine Abbildung p; : X — X durch:

m(x), x € B,
x, sonst.

pi(x) = {

Man stellt sofort fest, dafl p; ein Zyklus der Lange k; mit Tréger Tr(p;)
= B, ist. Insbesondere folgt aus (a) p;p; = p;p; fiir alle 4, 5. Sei v € X. Ist
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x € Fiz(m) C Fixz(p;) fur alle 7, so folgt

pre--pe(r) = 2 = 7(2).

Ist z € By, so z,7(z) = pi(x) € B; d.h. z,7(x) € Fiz(p;), fiir j # i. Damit
folgt

pre pipigt - pr(@) = pre--pi(e) = pr--epioa(m(x)) = w(x).

Wir haben m = py -+ p,.

(d) Wegen Tr(p;) NTr(p}) = 0 fiir i # j ist w(x) = pj(x) fiir € Tr(p}) (glei-
che Rechnung wie in der vorletzten Zeile von (c)). Damit sind Tr(p}), . .., Tr(p)
die m-Zyklen der Lénge > 1. Es folgt » = s und T'r(p}) = B; bei geeigneter
Nummerierung. Damit gilt auch p; = p} nach (b).

Definition. Es sei 7 € Sym(n)und 7 = p;y---p, die eindeutige Produkt-
darstellung von 7 durch Zyklen p; mit Tr(p;) N Tr(p;) = 0 fiir i # j. Diese
Produktdarstellung heif3t Zyklendarstellung oder Zyklenschreibweise der Per-
mutation 7.

Sind By, ..., B, die Zyklen von 7und gilt

B; = {x;, w(x), . .. ,Wki_l(mi)},
so schreibt man
= (z1,7(x1),. .. ,Wkl_l(xl)) (g, (X)), Wks_l(ars)).

Zyklen der Lange 1 kann man bei dieser Darstellung hinschreiben oder einfach
weglassen. Also

(10 R éo) —(1,10,5)(4)(2,3)(6,7)(8,9)
_(1,10,5)(2,5)(6,7)(8,9).

Berechnet man Produkte von Permutationen in Zyklendarstellung wie zuvor
durch Rechtsauflosung, so erhélt man das Produkt auch in der Zyklendar-
stellung. Zum Beispiel:

(1,2)(3,9,10)(4, 11)(5,6)(7,8) - (1,11)(2,4)(3,9)(5, 7)(6,8)

= (17 4)(27 11)(:@)(57 8)(67 7)
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3.6 Satz. Jede Permutation aus Sym(n) ist das Produkt von Transpositionen.

Beweis. Es sei m € Sym(n). Wir beweisen den Satz durch Induktion nach |Tr(7)| =
m. Gilt m =0, so X = N,, = Fiz(r), d.h. # = 1 und 7 ist das leere Produkt

von Transpositionen (aber auch 1 = 72 fiir jede Transposition). Ist m = 2,

so ist 7 selbst eine Transposition. Sei also m > 3 und a,b € Tr(r) mit
m(a) = b. Fur die Transposition 7 = (a, b) gilt Tr(7) = {a,b} C Tr(7w)und
somit Fiz(m) C Fix(r). Ferner 7m(a) = 7(b) = a. Somit gilt Fiz{r}U{a} C
Fix(rm). Insbesondere |Tr(7m)| < m. Nach Induktion existieren Tranposi-
tionen 71,...7, mit 7w = 7 - - - 7. Multipliziere von links mit 7 = 7= und
man erhélt mit 7 = 77 - - - 7. die gewiinschte Produktdarstellung.

3.7 Satz. Die Identitat 1 € Sym(n) ist nicht das Produkt einer ungeraden
Anzahl von Transpositionen.

Beweis. Angenommen 1 lasse sich doch als Produkt einer ungeraden Anzahl
k von Transpositionen schreiben und
(*)
1=m7--7

sei eine solche Darstellung, wobei k minimal gewahlt sei. Ferner sei 7, = (a, b).
Dann existiert ein ¢ < k mit a € Tr(7;):
Anderenfalls wére a Fixpunkt von 74 - - - 7,y und daher b = 1(b) = 7 - - - 74,(b) =
71+ Tk—1(a) = a, ein Widerspruch.
Wir nehmen nun weiter an, daf die Produktdarstellung (*) so gewéhlt ist,
daf die Anzahl der 7; mit @ € Tr(7;) minimal ist. Sei j < k und 7; = (a, ¢).
Wegen

(a,c)(d,e) = (d,e)(a,c)und (a,c)(c,d) = (¢,d)(a,d)

kénnen wir 7; nach ”hinten schieben” und annehmen, dafi a € Tr(7,_1) ist.
Sei etwa 7,1 = (a,c). Wére b = ¢, so 7, = 7,1 und aus (*) folgt

]_ =TT = Tl"'Tk—QTI?; =Ty Tk_2,
ein Widerspruch zur Wahl von k. Ist b # ¢, so gilt
Te—1Tk = (CL, C) (CL, b) - (ba C)(CL, C) = TI;—ITI;'

In (*) eingesetzt erhalten wir
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(**)

1=7 - ThkoTh 477
und in (**) gibt es weniger Transpositionen, die a im Tréger haben, als in
(*). Aber in (*) sollte die Anzahl der Transpositionen, die a im Tréger haben,
schon minimal sein, ein Widerspruch. Es folgt die Behauptung.

3.8 Das Signum. Es sei 7 € Sym(n) und 7 = 74 -+ -7y, ™ = 7] -+ - 7., selen
Produktdarstellungen von 7 mit Transpositionen.
Es gilt

m = r(mod 2).

Denn wegen 7; ' = 7;ist 1 = 7/ - - - 7/7,,, - - - 7, und mit dem vorstehenden Satz

folgt, daBB m + r gerade ist, was m = r(mod 2) bedeutet.

Definition. Ist 7 € Sym(n) und 7 = 7 - - - 7,. eine Produktdarstellung mit
Transpositionen, so ist
sgnm = (—1)"

das Signum von 7. Das Signum héngt, wie wir gerade gesehen haben, nicht
von der Produktdarstellung ab.

3.9 Satz. Die Signumsabbildung sgn : Sym(n) — {—1,1} ist ein Homomor-
phismus, d.h.

sgn (mp) = sgnm - sgn p.

Beweis. m sei Produkt von r Transpositionen und p sei Produkt von s Trans-
postionen. Dann ist 7p das Produkt von r + s Transpositionen. Also

sgn (mp) = (~1)"*" = (1) (~1)° = sgn - sgn p.

Bezeichnung. Der Kern der Signumsabbildung heifit die alternierende Grup-
pe Alt(n) vom Grad n.

Folgerung. Fs sei n > 2. Dann gilt

n!
|Alt(n)| = o
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Beweis. Nach Definition ist sgn (1,2) = —1 und somit ist das Signum ein
Epimorphismus auf {1, —1}. Nach dem Homomorphiesatz gilt

Sym(n)/Alt(n) ~ {1, —1}.

Es folgt die Behauptung.

Bemerkungen. Neben unserer Definition des Signums gibt es auch andere.
Am héufigsten wird das Signum durch die Formel

Sgnﬂ':];[w

definiert. Der Vorteil dieser Definition ist die konkrete Formel. Nachteilig
ist, daf} diese Formel fiir die praktische Berechnung ganz ungeeignet ist. Die
Zyklendarstellung liefert dagegen sofort als ” Abfallprodukt” das Signum, wie
die folgende Proposition zeigt.

3.10 Proposition. Es sei m € Sym(n) und die Zyklenzerlegung habe genau
r Zyklen der Ldngen ky, ..., k.. Dann gilt,
sgnm = (=)' = (=) (1) = (1,

wo a(m) die Anzahl der Zyklen gerader Linge ist.

Beweis. Es sel m = (ay, ..., ap) ein p-Zyklus. Dann gilt

T = (a1, az)(az,az) - (ap-2,ap-1)(ap-1,ap).

D.h. sgnm = (—1)?~! und insbesondere sgnm = 1, wenn p ungerade ist. Im
allgemeinen Fall ist dann sgnm = (=1)""1...(=1)*~! = (=1)""". Es folgt
die Behauptung.

3.11 Satz von Cayley. Es sei G eine endliche Gruppe. Definiere auf der
Menge X = G fiir g € G die Permutation 7(g) € Sym(X) durch 7(g)z = gx.
M.a.W. die Permutation m(g) bewirkt die Linksmultiplikation der Elemente
aus X = G mit dem Element g. Die Abbildung 7 : G — Sym(X), g — 7(g)
ist wegen

m(gh)x = (gh)x = g(hx) = n(g)(n(h)x) = 7(g) o w(h)x
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ein Homomorphismus. Aus m(g)1 = 1 folgt g = 1, was Ker(m) = {1} zeigt.
Also ist m ein Monomorphismus und Im(7) >~ G. Aus (2.6) folgt:

Satz (Cayley). Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann ist G
zu einer Untergruppe von Sym(n) isomorph.

Leider ist dieser Satz kein wirksames Hilfsmittel, um endliche Gruppen zu
studieren. Er zeigt nur, daf§ die symmetrischen Gruppen mit wachsendem
Grad immer komplizierter werden.
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