Singerzyklen.

Satz. (Schursches Lemma) Es sei R ein Ring, M ein R-Linksmodul und
S C Endg(M) eine irreduzible Teilmenge (d.h. 0 und M sind die einzigen
S-invarianten Teilmodulen). Dann ist

F = Cgnap(v)(S) = {a € Endg(V) |as = sa, s € S}
ein Schiefkorper.

Beweis. Zunéchst 0y, 1, € F und offensichtlich ist F' ein Ring. Sei 0 # a €
F. Wir miissen zeigen, dafl a invertierbar ist. Die Teilmoduln U = ker a # M
und V' = Ima # 0 sind S-invariant: Ist v € U und s € 5, so (us)a =
(ua)s = 0 und ist v = ma € V, so vs = (ma)s = (ms)a € V. Also nach
Voraussetzung U = 0 und V = M, dh. a ist ein R-Isomorphismus und damit
invertierbar und es ist klar, dal a=! auch in F liegt.

Satz. Es sei G = GL(n,q). Dann gilt:

(a) Es sei Z = (z) eine irreduzible, zyklische Untergruppe von G. Dann
qgilt:

(1) Zy = Cg(Z) ist zyklisch der Ordnung q™ — 1. Ferner ist F' =
K[Z] ~GF(q") und Z; = F — 0.

(2) Ng(Z) = Zi(«a) ist ein semidirektes Produkt mit |o| = n.
(b) G besitzt irreduzible, zyklische Untergruppen der Ordnung ¢™ — 1.

Beweis. Sei V = K", K = GF(q) und G = GL(V).
(a) Setze
F = Cpnaqv)(Z) = {x € End(V) | 22 = x2}.

Dann enthélt F' sowohl Z wie auch K -1. Nach dem Schurschen Lemma ist F'
ein Schiefkorper, der K ~ K -1 als Teilkorper enthélt. Da F endlich ist, ist F'
nach dem Satz von Wedderburn ein Kérper, d.h. ein Erweiterungskorper von
K. Also F ~ GF(q"), r geeignet. Wir konnen auf offensichtliche Weise V' als
F-Vektorraum auffassen und Z als eine Gruppe F-linearer Abbildungen. Sei
0 # vy € V. Dann ist voF invariant unter Z. Nach Voraussetzung ist dann
V = voF. Wir folgern |F| = ¢", also n = r. Da Z irreduzibel ist, gilt auch
F = K[Z]. Daher ist Z; = F* = C(Z) zyklisch der Ordnung ¢" — 1. Es gilt
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(1).

Zu (2): Sei x € G. Dann definiert Z : End(V) — End(V), Z(y) = ayz ™",
einen K-Algebrenhomomorphismus. Insbesondere fiir + € Ng(Z) definiert
die Einschrankung von z auf F einen Korperautomorphismus, d.h. z €
Gal(F : K). Damit ist Ng(Z) 2 x — 2 € Gal(F : K) ein Gruppenho-
momorphismus mit Kern Cs(Z) = Z;. Definiere die Abbildung a : V' — V
durch
(voy)or = voy?, y € F.

Man sieht sofort, dal « eine invertierbare, K-lineare Abbildung ist und dafl
y* = y? gilt fur y € Z1, d.h. @ € Ng(Z). Man weifl: Gal(F' : K) = () mit
y? = y? fiir y € F. Daher gilt v = @ und

Na(2))2) ~ Gal(F : K) = (a).

(b) Identifiziere V mit F' = GF(¢"). Die multiplikative Gruppe von F' werde
von w erzeugt. Dann definieren wir eine K-lineare Abbildung 2z, : V — V
durch vz; = wv. Da FF— 0 =V — 0 eine Bahn von Z; = (z1) ist, ist Z; eine
zyklische, irreduzible Untergruppe von G der Ordnung ¢" — 1.

Definition. Irreduzible, zyklische Untergruppen von GL(n,q) der Ordnung
q" — 1 heilen Singerzyklen.



