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Aufgabe 21: (G,-) sei eine Gruppe, und die Abbildung « : G — G sei
definiert durch «(g) = g~ ' fir g € G. Zeige, genau dann ist « ein Grup-

penhomomorphismus, wenn G abelsch ist.

Aufgabe 22: [Zyklenzerlegung einer Permutation]

Sei 0 # n € N und (5,,0) die Symmetrische Gruppe auf n Elementen.
Eine Permutation n € %, fiir die es eine disjunkte Zerlegung {1,...,n} =
{aq,...,a JU{by,..., by} gibt, so daf gilt:

. (li+], furl:],,k—1,
() m(ay) = .
a, fari =k,

(ll) ﬁ(bi) :bifﬁrizl,...,n—k,

heift ein k-Zyklus. Beachte, die Bedingungen (i) und (ii) bedeuten, daf3
die folgende Gestalt hat:

T — aj a; -+ Qg1 a by - by
a az -+ Qg ay by -+ bpx
Wir schreiben statt dessen kurz:!

m=(a;az --- ay).

Sei nun € 5,, eine beliebige Permutation. Beweise zwei der folgenden

Aussagen a.—C.:

a. Far a,b €{1,...,n} definieren wir

a~b & dveZ : a=mn'(b).

~ ist eine Aquivalenzrelation auf {1,...,n}.
b. Fir a € {1,...,n} bezeichne [a] die Aquivalenzklasse von a bez. ~.
Dann gilt:
JkeN : [d ={a,n(a),..., 7™ (a).

'Beachte: Die Zyklen (a; ay --- ax), (a2 a3 --- ax aj), etc. sind gleich. Die 2-Zykel
sind genau die Transpositionen.



c. Es gibt eine disjunkte Zerlegung {1,...,n} = U;{aﬂ, ..., Qi J, so daB
= (an---ang)o...o(ay - au).
(Wir nennen diese Darstellung die Zyklenzerlegung von m.)

Hinweis: Die Teile a. bis c. bauen jeweils aufeinander auf. Wer Teil b. sauber beweisen
mochte, denke tber die folgenden Aussagen nach: (i) 3 ko > 0 minimal mit 7*°(a) = a;
(i) fur alle A € Z gilt ™% (a) = a; und (iii) fir die ganzen Zahlen ist Division mit Rest

moglich. Der Teil a. ist wirklich leicht!

123 45 123 45
Aufgabe 23: Es seien m = ,0 = € 55
4 51 3 2 51 2 43

gegeben. Berechne die folgenden Permutationen und gib ihre Zyklenzer-
legung gemiaf Aufgabe 22 sowie eine Zerlegung in Transpositionen (=
2-Zykel) (geméap Vorlesung) an:

moo, ocom mw ', o .

Aufgabe 24: Es sei K = {a+b-v2 | a,b € Q} C R. Zeige, K ist ein
Teilkorper des Korpers R der reellen Zahlen.



Sproglling-Spiel
Spielverlauf:

1) Zeichne n Punkte auf ein Stiick Papier (z. B. n = 3).

2) Der erste Spieler verbindet zwei Punkte miteinander oder alternativ

einen Punkt mit sich selbst. Dann zeichnet er auf die Verbindungs-

"
\'\ _oC oder «C

3) Der zweite Spieler verbindet ebenfalls zwei Punkte miteinander oder

kurve einen neuen Punkt. Z. B.:
B
A [ ]
r

einen Punkt mit sich selbst und zeichnet dann auf die Verbindungs-

kurve einen neuen Punkt. Z. B.:
B

A A
’ Y
C oder \\ oC

4) Und so weiter ...
Dabei gelten folgende Regeln:

a. Die Verbindungskurven dirfen weder sich selbst noch eine andere

Kurve schneiden.

b. Von keinem Punkt diirfen mehr als drei Kurven ausgehen.

Die folgenden Situaéionen sind also nicht erlaubt:
A

C und \'\ /c

a. Zeige, daf3 jedes Spiel mindestens 2n und héchstens 3n — 1 Ziige

Probleme:

dauert.

b. Gibt es eine Strategie, so daf3 der erste (bzw. zweite) Spieler immer
gewinnt (n = 3,4,5)?

Losungen zum Problem des Monats bitte an Herrn Greuel geben!



