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Aufgabe 53: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f:V — V

eine K-lineare Abbildung. Zeige, die folgenden Aussagen sind gleichwer-
tig:

a. V= Ker(f) @ Im(f),

b. Ker(f?) = Ker(f).
Aufgabe 54: Es sei K ein Korper. Wir definieren die Spur einer quadrati-

schen Matrix A = (aﬁ)ij € Mat(n x n, K) als Summe der Diagonalelemente
von A, d. h.

Spur(A) = i Qii
i=1
Zeige die folgenden Aussagen:
a. Spur(AB) = Spur(BA) far A, B € Mat(n x n,K).
b. Spur(A) = Spur(B~'AB) fiir A € Mat(n x n,K) und B € Gl,(K).

c. Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V eine

K-lineare Abbildung, dann gilt fir je zwei Basen E und F von V
Spur (Mg(f)) = Spur (M(f)).

Insbesondere macht die Definition Spur(f) := Spur (ME(f)) Sinn,
sprich, sie ist unabhéngig von der Wahl der Basis E.

d. Gibt es in c. ein r € IN mit f" =0, so gilt Spur(f) = 0.
e. Gibt es ein r € N mit A" =0, so gilt Spur(A) =0.

Hinweis zum Beweis von d.: Fihre Induktion tiber n = dimg (V). Zeige, zunachst Ker(f) #

{0} und wende Induktion auf fy, ger(f) an — verwendet das Ergebnis von Aufgabe 51 c.



Aufgabe 55: Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und a € R. Be-

stimme die Determinante der Matrix

1 a a? an!

an71 a aan

a2 a™!' 1 ... a*3 | € Mat(n x n,R).
a a? ad 1




