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Aufgabe 40: (Kondition des Eigenwert-Problems)

Sei A € K™™ eine Matrix mit genau einem Eigenwert A € K. Desweiteren
habe die Jordan-Normalform von A die Blockdiagonalgestalt

Ja
J2 0

0 T
mit Jordan-Blocken J; € K¥*Vi, vy > ... > v,.

(@) Sei AJ; € K¥*Vi, und sei A(e) ein Eigenwert der (gestérten) Matrix
Ji + € - AJ;. Beweisen Sie flir hinreichend kleine ¢ > 0 die Abschéat-
zung

A(e) =A< K- ‘51/“

mit einer Konstanten K > 0.

(b) Zeigen Sie allgemeiner: sei AA € K™™', und sei A(e) ein Eigenwert
der Matrix A + ¢ AA, dann gilt fiir hinreichend kleine ¢ > 0 die
Abschatzung

A(e) — Al < K- ‘a‘/"‘

mit einer Konstanten K’ > 0.

HINWEIS zU (a): Wenden Sie den Satz von Gerschgorin auf eine geeignete Skalie-
rung B :=D; - (J; + €AJ;) - D;‘ von J; + ¢AJ; mit Diagonalmatrizen D; € K¥i*Vt an.
HINWEIS zU (b): Verfahren Sie analog fiir die Jordan-Normalform von A + ¢AA.

Aufgabe 41: (Potenzmethode)
(a) Gegeben sei die Tridiagonalmatrix

2 1
1 2 -1 0

A — . . E RT‘LXT’L
1 2 -1
0 -1 2

Zeigen Sie, daf3 alle Eigenwerte von A reell sind und im Intervall
(0,4] liegen. Folgern Sie, daf3 die Potenzmethode fir jede Wahl des
Startvektors z(© € R™ \ {0} gegen einen Eigenwert der Matrix A kon-
vergiert.



(b) Gegeben sei die zirkulante Shiftmatrix

o1 0 ... 0
0 1
S: E .‘. .‘. O ERTIXT‘L.
0 o]
10 ... ... 0

Wenden Sie die Potenzmethode auf den Startvektor z!® :=e; an.
Wie lautet die k-te Iterierte ? Was laf3t sich tiber das Konvergenz-
verhalten sagen? Wieso steht letzteres nicht im Widerspruch zu
Satz 16.2 der Vorlesung?

Aufgabe 42: (Givens-Rotationen, QR-Zerlegung und Eigenwerte)

A € K™*™ sei eine hermitesche Matrix mit den Eigenwerten A4, ..., A,. Des-
weiteren sei A = QR eine QR-Zerlegungvon A (d.h., QT = Q ' und R = (ry;)
obere Dreiecksmatrix).

(@) Zeigen Sie, daf es fur jedes j € {1,...,n} eine unitare Matrix (“Gi-
vens Rotation”) U € K™™ gibt, so daff R:= U'RU eine obere Drei-
ecksmatrix mit Diagonale

(T1,5,72,2, -, Tam) = (T35, T11, 72,2, « + +, Tic1 i1, Tig g1y -« - Tun)
ist.
(b) Beweisen Sie die Ungleichung
miin A < g0 < miaX|7\i|
far allej=1,...,n.

HINWEIS zU (a): Betrachten Sie zunichst den Falln =j = 2.



