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Alle Ringe sind kommutativ mit Eins und nicht der Nullring.

Aufgabe 1. Sei R ein Ring. Zeigen Sie:

(a) Das Nilradikal NR := {a ∈ R | a ist nilpotent} ist ein Ideal von R.

(b) Ist die Potenzreihe f =
∑∞

n=0 ant
n ∈ RJtK nilpotent, so ist für alle n ∈ N der Koe�zient

an ∈ R nilpotent.

(c) Ein Polynom f =
∑m

n=0 ant
n ∈ R[t] ist genau dann nilpotent, wenn für alle n ∈ {0, . . . ,m}

der Koe�zient an ∈ R nilpotent ist. Dies bedeutet, dass NR[t] = 〈NR〉R[t] ist.

Aufgabe 2. Für eine Potenzreihe f =
∑∞

n=0 ant
n über einem Ring R de�nieren wir die (formale)

Ableitung als f ′ :=
∑∞

n=1 nant
n−1

(a) Man zeige: Für alle f, g ∈ RJtK gilt (f + g)′ = f ′ + g′ und (fg)′ = f ′g + fg′.

(b) Bestimmen Sie in den beiden Fällen R = R und R = Z7 alle Potenzreihen mit Ableitung

0 ∈ RJtK.

Aufgabe 3. Man zeige:

(a) Sind R ≤ S Ringe und x ∈ S, so ist die �Auswerteabbildung�

ϕx : R[t]→ S, f(t) =
n∑

k=0

akt
k 7→ f(x) :=

n∑
k=0

akx
k

ein Ringhomomorphismus.

(b) Jedes Element des Ringes R[t]/(t2 + 1) lässt sich in der Form a1t+ a0 mit a0, a1 ∈ R
schreiben.

(c) Die Abbildung R[t]/(t2 + 1)→ C, f(t) 7→ f(i) ist ein Ringisomorphismus.

(d) (3 Bonuspunkte) SeienR,S und x wie in Aufgabenteil (a). Ist x eine Nullstelle des Polynoms

g = tn + αn−1 + · · ·+ α1t+ α0 ∈ R[t], so ist

Im(ϕx) = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 | a0, . . . , an−1 ∈ R}.

Wir bezeichnen diesen Unterring von S mit R[x] = Im(ϕx).

(e) (1 Bonuspunkt) Geben Sie mit Hilfe von Teil (d) eine möglichst e�ziente Darstellung für

den Ring Z[
√
2] an.
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