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Aufgabe 1. Welche der folgenden Teilmengen U ⊂ G sind Normalteiler?

(a) G = Z, U = {1,−1};

(b) G = Sn, U = {σ ∈ Sn : σ(1) = 1} für ein n ∈ N≥2;

(c) G eine beliebige Gruppe, U = ϕ−1(N) für einen Gruppenhomomorphismus ϕ : G → H
und N ein Normalteiler von H;

(d) G eine Gruppe mit |G| = 24, U = 〈a, b〉 für gewisse a, b ∈ G mit ord a = 4 und ord b = 3.

Aufgabe 2. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler in G. Zeigen Sie, dass die Abbildung

{U | U ist eine Untergruppe von G mit U ⊃ N} → {V | V ist eine Untergruppe von G/N}
U 7→ U/N

bijektiv ist. D.h. die Untergruppen einer Faktorgruppe G/N entsprechen den Untergruppen von
G, die N enthalten.

Aufgabe 3.

(a) Sei G eine Gruppe, U ≤ G und N E G. Zeigen Sie:

UN/N ∼= U/U ∩N.

Hinweis: Vergessen Sie nicht zu zeigen, dass UN/N und U/U∩N in der Tat Faktorgruppen
sind.

(b) Bonusaufgabe: 5 Extrapunkte
Betrachten Sie die Diedergruppe D2n = 〈σ, τ〉 (mit n > 2), wobei

τ =

(
1 2 · · · n
2 3 · · · 1

)
und σ =

(
1 2 · · · n
n n− 1 · · · 1

)
∈ Sn.

(i) Zeigen Sie, dass 〈σ〉 kein Normalteiler von D2n ist.
(ii) Zeigen Sie, dass 〈τ〉 ein Normalteiler von D2n ist indem Sie die Konjugationen von
〈τ〉 berechnen. Geben Sie zwei weitere Beweismöglichkeiten an.
Hinweis: Auf Aufgabenblatt 3 haben Sie in Aufgabe 3(b) gezeigt, dass σ ◦ τ = τ−1 ◦ σ
gilt. Schreiben Sie diese Gleichung um als τσ = τ−1, wobei τσ := σ ◦ τ ◦ σ−1 die
Konjugation mit σ bezeichne. Sie wissen bereits aus den Übungen, dass Konjugationen
Gruppenhomomorphismen definieren. Nutzen Sie diese Eigenschaft um zu zeigen, dass
ρσ ∈ 〈τ〉 für alle ρ ∈ 〈τ〉. Folgern Sie nun mit Hilfe der Darstellung D2n = {τk ◦ σ` |
k = 0, . . . , n− 1, ` = 0, 1}, dass ρπ ∈ 〈τ〉 für alle ρ ∈ 〈τ〉, π ∈ 〈σ〉.

(iii) Beweisen Sie: D2n/〈τ〉 ∼= 〈σ〉
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