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I Randomisierte Algorithmen

Ein zufalliger oder randomisierter Algorithmus verfligt iiber einen Vorrat an unabhangigen
zufélligen Bits, die er verwenden kann um bei seiner Durchfiihrung zufallige Entscheidung zu
treffen. Die Vorziige eines randomisierten Algorithmus sind im Allgemeinen kurze Laufzeit
und geringer Speicherplatzbedarf. Ein zufélliger Algorithmus ist oft schneller oder braucht
weniger Speicherplatz als der beste bekannte deterministische Algorithmus. Zudem ist
er meist einfacher zu verstehen und zu implementieren. H&aufig kann man einen naiven
deterministischen Algorithmus mit fatalem worst case Verhalten durch Randomisieren in
einen zufalligen Algorithmus verwandeln, der sich unabhéngig von der Eingabe mit hoher
Wahrscheinlichkeit gut verhélt. Fiir besonders schwierige Probleme sind zuféllige Algorith-
men, die mit einer kleinen Fehlerwahrscheinlichkeit eine approximative Losung liefern, oft gar
die einzig bekannten effizienten Verfahren. Die Kunst des Entwerfens zufélliger Algorithmen
besteht grundsétzlich darin, die Entscheidungen des Algorithmus so zu randomisieren, dass
unglinstige Verlaufe moglichst unwahrscheinlich sind.

Wir werden grundlegende Ideen und Methoden beim Entwurf und der Analyse zufalliger
Algorithmen an Hand konkreter Beispiele kennen lernen. Vorab diskutieren wir einige
Prinzipien, die der Konstruktion zufilliger Algorithmen typischerweise zugrunde liegen (nach
R.Karp [14]).

Dem Widersacher einen Strich durch die Rechnung machen. Zum Verstindnis der
Vorziige zufélliger Algorithmen ist eine spieltheoretische Sicht hilfreich. Bei der Komplexitét
eines Algorithmus kann man an den Wert eines Zwei-Personen Spiels denken, bei dem der eine
Spieler den Algorithmus auswéhlt, und der andere Spieler (der Widersacher) versucht, eine
Eingabe zu wéahlen, bei der der Algorithmus moglichst schlecht aussieht. Die Auszahlung
des Widersachers sind die Kosten des Algorithmus (etwa die Laufzeit) bei der gewihlten
Eingabe. Eine natiirliche Schwéche deterministischer Algorithmen ist, dass man relativ leicht
eine einzelne Eingabe konstruieren kann, die den Algorithmus teuer zu stehen kommt. Ein
zufilliger Algorithmus hingegen kann als Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer Menge von
determistischen Algorithmen, also als eine gemischte Strategie, aufgefasst werden. Eine ge-
mischte Strategie ldsst den Widersacher im Ungewissen, wie sich der Algorithmus tatséchlich
verhalt. Dies erschwert dem Widersacher die Wahl einer Eingabe, die dem zufélligen Algorith-
mus Schwierigkeiten bereitet, denn dies muss eine Eingabe sein, die vielen deterministischen
Algorithmen zugleich Schwierigkeiten bereitet.



Zufilliges Ziehen, Ordnen und Partitionieren. Ein zufalliger Algorithmus kann durch
das Ziehen einer zufélligen Stichprobe Informationen tiber seine Eingabe gewinnen oder aber
die Anordnung der Eingabe randomisieren, um ungiinstige Anordnungen zu verhindern. Bei
randomisierten Divide & Conquer Algorithmen (“Teile und Herrsche” Algorithmen) wird die
Eingabe zufillig partitioniert.

Lastenverteilung. Stehen einem Algorithmus verschiedene Resourcen zur Verfligung, dann
ist es oft hilfreich, die Lasten zufillig aufzuteilen.

Fiille von Zeugen. Soll ein Algorithmus herausfinden, ob die Eingabe eine gewisse Eigen-
schaft besitzt (“Ist n faktorisierbar?”), dann kann der Algorithmus diese Aufgabe 16sen, indem
er einen so genannten Zeugen findet. Auch wenn es schwer ist, einen Zeugen deterministisch
zu konstruieren, kennt man manchmal eine (sehr groBe) Menge, in der diese Zeugen reichlich
vorhanden sind. Dann kann man effizient nach einem Zeugen suchen, indem man wiederholt
zufallig aus dieser Menge zieht. Besitzt die Eingabe die gefragte Eigenschaft, so wird mit
grofler Wahrscheinlichkeit ein Zeuge gefunden. Befindet sich kein Zeuge in der Stichprobe, so
ist das ein starker Hinweis darauf, dass die Eingabe die gefragte Eigenschaft nicht besitzt.

Fingerabdriicke nehmen. Hier ist die Idee, ein komplexes Objekt durch einen kurzen
“Fingerabdruck” zu représentieren; von welchem Finger der Abdruck genommen wird, das
entscheidet der Zufall. Stimmen die Fingerabdriicke zweier Objekte iiberein, so auch mit
hoher Wahrscheinlichkeit die beiden Objekte selbst.

1 Such- und Sortieralgorithmen

In diesem Kapitel behandeln wir einige ausgesuchte Such- und Sortieralgorithmen.

1.1 Der randomisierte Quicksort

Der Algorithmus Quicksort (Hoare [12], 1962) ist einer der einfachsten und meist benutzten
Sortieralgorithmen. Das Verfahren arbeitet rekursiv nach dem Divide & Qonquer-Prinzip und
ist ein sogenannter in place Algorithmus, das heifit er bendtigt nur sehr wenig zusétzlichen
Speicherplatz (anders als etwa der Merge Sort). Die randomisierte Version des Algorithmus
verfahrt wie folgt.

Randomisierter Quicksort

Eingabe: Eine Menge S von n paarweise verschiedenen Zahlen
Ausgabe: Die Elemente von S in aufsteigender Ordnung

1) Wahle rein zuféllig ein Element Y aus S.

2) Bestimme die Mengen S und Ss, bestehend aus den Elementen, die kleiner bzw. grofier
als Y sind.
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1. SUCH- UND SORTIERALGORITHMEN 3

3) Ordne die Mengen S und Ss rekursiv.

4) Gebe die sortierte Menge S< gefolgt von Y und der sortierten Menge Ss aus.

Es ist bei Sortieralgorithmen tiblich, die Gesamtzahl der vom Algorithmus durchgefithrten
Vergleiche als Maf fiir die Laufzeit zu nehmen (bei verniinftiger Implementierung sind das
die dominierenden Kosten). Bezeichne X,, die Anzahl der von Quicksort durchgefiithrten Ver-
gleiche zwischen Elementen aus §. Um Aussagen iiber die Laufzeit von Quicksort zu machen,
miissen wir die Verteilung der Zufallsvariable X,, studieren. Man beachte, dass X,, Werte im
Bereich EX,, bis n?/2 annehmen kann. Ersteres ist der Fall, wenn stets der Median der zu
sortierenden Teilmenge als Vergleichselement gewahlt wird. Letzteres ist der Fall, wenn stets
das kleinste (oder grofite) Element gewéhlt wird. Der worst case ist ein grofies Manko des
deterministischen Quicksort. Wird etwa stets das erste Element der Liste als Vergleichsele-
ment gewahlt, denn ergibt sich gerade bei vorsortierten Listen eine ungiinstige Rekursionstiefe.
Der folgende Satz besagt, dass beim randomisierten Quicksort ein ungiinstiger Verlauf sehr
unwahrscheinlich ist.

Satz 1.1 Fir allen € N gilt
EX, = 2(n+ 1)H, — 4n.
Dabei ist Hy := % die n-te harmonische Zahl. Insbesondere gilt

. EX,
lim
n—oo nlogsn

= 1.386...

Beweis A. Wir schreiben X, als Summe von Indikatorfunktionen,

Xn = Z IA,-jy

1<i<j<n

wobei
Ajj = {es kommt zum Vergleich von s(;y und s(;)}.

Dabei bezeichnet s(;y das Element in S vom Rang i (das i-kleinste Element). Fiir i < j gilt

2
P{Aij} = —,
{4y} j—t+1
denn
1) A;j ist das Ereignis, dass sy oder s(;) als erstes der Elemente s(;), s(i41),---, () als

Vergleichselement ausgewahlt wird.

2) Jedes der j — i + 1 Elemente s(;), S(it+1),- - -, S(;) Wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit
zuerst als Vergleichselement ausgewahlt.
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Folglich gilt
EX, = Y P{4;}

1<i<j<n

2
= 2 i

1<i<j<n
n—1
n—=k
= 2
2

= 2(n+1)(H,—-1)—-2(n—-1)

= 2(n+1)H, — 4n.

Beweis B. Die Verteilung der Zufallsvariable X, erfiillt die folgende Rekursionsgleichung,

Xy Ln-1+ xP  + x%,, n>2 (1.1)

Hierbei ist U, eine uniform auf {1,...,n} verteilte Zufallsgrofie, und X,Si), 1 = 1,2 und
k =0,...,n — 1 sind unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilung £(X}), unabhéngig U,.
Die Notation < bedeutet, dass die Verteilung der Zufallsgroflen iibereinstimmt. Der Beitrag
n — 1 steht fiir die Anzahl der Vergleiche in Schritt 2 mit dem in Schritt 1 zufallig gewéhlten
Element Y vom Rang U,,. Fiir das Ordnen der zufalligen Menge S« benétigt der Algorithmus
Xy ) 1 Vergleiche, fiir das Ordnen von S- bendtigt er X (2 )U Vergleiche.

Aus der Darstellung (1.1) ergibt sich mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit,
der Linearitat des Erwartungswertes und der Unabhangigkeit der X ,gi) und U, dass

EX, = n—1 + Zn:]E[X&}l\Unzk}P{Unzk}
+ iE[Xff_)UJUn:k} P{U, = k}

= n-1+ %Z(EXk L +EXD,)

k=1
2nl
= n—1+4 — EXg, n>2
"o
mit EXy = EX; = 0. Es folgt
2 n—1/ 2 2
EX, = “EX,1 + — <n_1kZIEXk+n—2>
-1 -2
. (D=2
n
n—+1 2(n—1

n
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1. SUCH- UND SORTIERALGORITHMEN 5

und somit
EX,  EX,. 2(n—1)
n+1 n n(n+1)
= 2(k-1)
Pt k(k+1)
n
2 1
R
P kE+1 &k
2 an
= 2( H, —-2) = 2H, —
( T > " n+1
Bemerkungen.

e Die erwartete Laufzeit ist fiir alle Eingaben gleich, denn die Verteilung von X, héngt
nicht von der Eingabe ab. Alternativ konnte man die Menge S zunéchst rein zufallig
permutieren und dann stets das erste (oder das letzte) Element als Vergleichselement
auswahlen.

e Wir haben lediglich die erwartete Laufzeit abgeschétzt. Man kann aber zeigen (vgl. [24]),
dass fiir beliebige \,e > 0 Konstanten c) . existieren, so dass

P{X, > (1+e)EX,} < cxen ™, neN.

Die Wahrscheinlichkeit fiir ungiinstiges Verhalten von Quicksort wird fiir grofles n also
verschwindend klein (von beliebiger polynomialer Ordnung). Wir werden spéater sehen,
dass man einen Algorithmus stets so modifizieren kann, dass der Schwanz der Laufzeit-
verteilung des modifizierten Algorithmus exponentiell abfallt und die erwartete Laufzeit,
wenn iiberhaupt, nur unmerklich erhéht wird (siehe Kapitel 2).

e Man kann den randomisierten Quicksort noch verbessern, indem man etwa den Median
dreier rein zufallig gewéhlter Elemente als Vergleichselement nimmt. Dadurch wird die
Wahrscheinlichkeit einer ungiinstigen Rekursionstiefe weiter verringert.

Fin enger Verwandter des randomisierten Quicksort ist der Suchalgorithmus Find, der das
Element vom Rang k einer Menge S bestimmt. Auch der Algorithmus Find wihlt zunéachst
rein zuféllig ein Element Y aus S und zerlegt S\ {Y'} in die Mengen S« und S~ der Elemente,
die kleiner bzw. grofier als Y sind. Ist |Sc| = k& — 1, so ist Y das gesuchte Element. Ist
|S<| # k — 1, dann bestimmt der Algorithmus rekursiv das Element vom Rang k in S, falls
|S<| > k, bzw. das Element vom Rang k—|S<|—1in S5, falls |Sc| < k—1. Unter Ausnutzung
der rekursiven Struktur von Find zeigt man

Satz 1.2 Sei X,, ;. die Anzahl der vom Algorithmus Find bei der Bestimmung des Elements
vom Rang k in einer n-elementigen Menge S durchgefiihrten Vergleiche. Dann gilt

max EX,, < 4n, n € N.
1<k<n ’
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Die Laufzeit von Find besitzt Momente beliebiger Ordnung. Genauer gilt (vgl. [5]),
EX), < emd, jeEN.

Dabei kennt man explizite obere Schranken fiir die ¢;.

1.2 Der Lazy Select Algorithmus

Wie Find bestimmt auch der Algorithmus Lazy Select (Floyd und Rivest [7], 1975) das Ele-
ment s in einer Menge & = {s1,...,8n} von n paarweise verschiedenen Zahlen. Die dem
Lazy Select zu Grunde liegende Idee ist, durch Ziehen einer Stichprobe R = (Ry, ..., Ry) von
Elementen aus S ein Intervall I zu bestimmen, so dass mit groler Wahrscheinlichkeit,

e das Intervall I das gesuchte Element sy, iiberdeckt;
e der Schnitt von I mit S relativ klein, also kostenglinstig zu sortieren ist.

Den Rang von s in der Menge (bzw. des Multisets) R U {s(;)} wird man in der Nihe von
T = k% erwarten. Ein natiirlicher Kandidat fir das zufallige Intervall I C R ist daher
[R(|2]-m)> B([2]+m)], wobei die Parameter N und m noch geeignet zu wéhlen sind. (Mit Ry
bezeichnen wir das Element vom Rang j in der Stichprobe R.) In der folgenden Version des

Lazy Select sind die Parameter N und m universell eingestellt. Hat man eine bestimmte

Groflenordnung von & im Sinn (etwa k,, = L”T‘HJ, also s(x,) = Median von §), dann empfiehlt

es sich, die Wahl der Parameter spezifisch anzupassen.

Lazy Select

Eingabe: Eine Menge S von n paarweise verschiedenen Zahlen und ein k € {1,...,n}
Ausgabe: Das Element s() vom Rang k in S

1) Ziehe mit Zuriicklegen eine Stichprobe R vom Umfang N = Ln%J aus S.
2) Sortiere die Stichprobe R unter Benutzung eines optimalen Sortieralgorithmus.
3) Setze x := kn~1, 0= max(|x —+/n],1), h:=min([z + y/n],n) und

SN (=00, Ryl falls k < ni log n;
Q=1 SN[Ry), Ry, falls ke [n% logn,n — ni log n]; (1.2)
SN [Ry,00), falls k>n— n1logn.

4) Bestimme die Rdnge von Ry und Ry in S durch Vergleich aller Elemente aus S mit
R(g) und R(h)

5) Uberpriife, ob (k) € @ (durch Vergleich von k mit den Réngen von R und R() in S)
und ob |Q] < An1 + 2. Falls nicht, wiederhole die Schritte 1 bis 5.

@ J. Geiger, Algorithmen und Zufall



1. SUCH- UND SORTIERALGORITHMEN 7

6) Sortiere die Menge @ und identifiziere das Element s, als das Element aus @ mit Rang

k — Rangg(Ry)) + 1, falls k& > ni logn, bzw. als jenes mit Rang k, falls k < ni log n.

Satz 1.3 Der Algorithmus Lazy Select findet das Element s,y mit Wahrscheinlichkeit 1 —

O(n_%) bei einmaligem Durchlaufen der Schritte 1 bis 5. Er fiihrt dabei mazimal 2n + o(n)
Vergleiche durch.

Beweis. Fiir das Sortieren der Stichprobe R bzw. der Menge @ in den Schritten 2 und 6
bendtigt ein optimaler Sortieralgorithmus wie etwa der Heapsort O(n% logn) Vergleiche. Die
Kosten von Lazy Select werden also durch die maximal 2(n — 2) Vergleiche in Schritt 4
dominiert.

Betrachten wir nun das Ereignis, dass Lazy Select das Element s;) nicht bei erstmaligem
Durchlaufen der Schritte 1 bis 5 findet. Wir beschréanken uns auf den Fall k£ € [ni logn,n —
ni logn|, die beiden anderen Félle behandelt man analog. Es gibt zwei Moglichkeiten fiir
das Scheitern des Algorithmus beim Durchlaufen der Schritte 1 bis 5: Das gesuchte Element
S(k) ist nicht in der Menge @ oder aber die Menge () ist zu grof. Wir betrachten zunéchst
das Ereignis, dass s gé Q, also sy < Ry oder sy > R). Sei Y =Y, ;v die Anzahl der
Elemente in der Stlchprobe, die klelner als sy sind,

N
Vi= D Iri<s)

i=1
Dabei bezeichne R; das i-te Element der Stichprobe in der Reihenfolge der Ziehung. Offen-
sichtlich gilt
{R(@) > S(k)} = {Y </{-— 1}. (1.3)

Die Zufallsvariable Y ist binomialverteilt zum Parameter (NN, %) Folglich ist

%\w

k
EY:NEZJ: und VarYan%%(l )<%
Im Fall £ = |z — /n| > 1 erhélt man nun mit Hilfe der Chebyshev Ungleichung

P{S(k) < R(Z)} = P{Y < f}
< P{lY —EY|> yn} < n~tVary < in_

NI

Ist £ =1, dann ergibt sich die Abschétzung

3
P{S(k <R(@} ]P’{Y_O} — (1_%)7&
< (-ntiogny? < explotogn) = 1

Vollig analog zeigt man, dass P{s@) > R} = O(n_i).
Betrachten wir nun die zweite Moglichkeit des Scheiterns, also das Ereignis, dass Q mehr
als 4ni + 2 Elemente enthilt. Offensichtlich gilt fiir alle 4 und j,

{IQI>i+2} = {ISN [Ry), Bnll > 1+2} C {Ruy) < s} UA{Rm) = sGti+2)}-
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Insbesondere gilt also
3
P{Q[ > 4nt1 +2} < P{Ry) < 5wyt + P{Rm) > su )

wobei ky := max(|k — 2n%J, 1) und kp, := min([k + ont 1,n), Nun zeigt man analog zur Ab-
schatzung des Scheiterns der ersten Art, dass beide Terme hochstens von der Groflenordnung
n~% sind. Dabei iibernehmen ky und kp, die Rolle von k.

Bemerkungen.

e Die in Satz 1.3 angegebene obere Schranke ist offensichtlich nicht die wahre
GrofBlenordnung fiir die Wahrscheinlichkeit des Scheiterns beim erstmaligen Durchlaufen
der Schritte 1 bis 5. (In Kapitel 4 werden wir feinere Abschéitzungen als die Chebyshev
Ungleichung kennen lernen.)

e Will man die Wahrscheinlichkeit fiir ein Scheitern bei Durchlaufen der Schritte 1 bis 5
durch Anderung der Parameter N und m verringern, so geht das zu Lasten der Laufzeit
und schldgt sich entsprechend in dem o(n) Term nieder.

e Offensichtlich braucht in Schritt 4 ein Element, welches kleiner als R, (grofer als R(y))
ist, nicht mehr mit R,y (mit R(y) verglichen zu werden. Ist k& < %, dann empfiehlt
es sich, die Elemente aus S zunachst mit R;) zu vergleichen, ansonsten zunéchst mit
R(y). Die erwartete Anzahl der von Lazy Select durchgefiihrten Vergleiche ist dann
durch %n + o(n) beschrankt. Ist k bzw. n — k von kleinerer Ordnung als n, so ist die
erwartete Anzahl der Vergleiche sogar nur n + o(n). Mit der Idee, einen Algorithmus
bei ungiinstigem Verlauf abzubrechen und neu zu starten (wie am Ende von Schritt 5

des Lazy Select), werden wir uns ausfiihrlich im néchsten Kapitel beschéftigen.

e Die besten bekannten deterministischen Algorithmen bendtigen 3n Vergleiche als
worst case und ihre Implementierung ist relativ kompliziert. Fiir die Anzahl der
durchzufithrenden Vergleiche zur Bestimmung des Medians kennt man eine theoretische
untere Schranke von 2n.

e Das Ziehen mit Zuriicklegen ist nicht eben wirtschaftlich. Es ist aber einfacher und
platzsparender zu implementieren, da man sich die bereits gezogenen Elemente nicht
merken muss. Wir haben diese Annahme hier vor allem der iibersichtlicheren Analysis
zuliebe gemacht.

@ J. Geiger, Algorithmen und Zufall



2. DAS BESCHLEUNIGEN VON LAS-VEGAS-ALGORITHMEN 9

2 Das Beschleunigen von Las-Vegas-Algorithmen

Ein randomisierter Algorithmus, der (wenn er terminiert) stets eine korrekte Losung ausgibt,
heifit Las- Vegas-Algorithmus. Einen Algorithmus, der mit positiver Wahrscheinlichkeit eine
falsche Losung liefert, nennt man hingegen einen Monte-Carlo-Algorithmus. (Alle bisher
betrachteten Algorithmen waren Las-Vegas-Algorithmen, in den Kapiteln 5 und 8 werden wir
aber auch Monte-Carlo-Algorithmen kennen lernen.)

Betrachten wir einen Las-Vegas-Algorithmus mit der folgenden (zugegebenermafien et-
was degenerierten) Laufzeitverteilung. Der Algorithmus liefert mit Wahrscheinlichkeit p nach
genau k Schritten eine Losung, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p gerdt er hingegen in eine End-
losschleife. Bei Kenntnis dieses Laufzeitverhaltens ist man sicherlich gut beraten, den Al-
gorithmus gegebenenfalls, d.h. bei nicht erfolgter Ausgabe einer Lésung nach k Schritten,
abzubrechen und neu zu starten. Dies ist bereits die grundlegende Idee zur Beschleunigung
von Las-Vegas-Algorithmen [16]. Um zu vermeiden, dass einem der Zufall besonders tibel mit-
spielt, startet man den Algorithmus nach k& Schritten jeweils unabhingig neu, bis schliefllich
ein Durchlauf mit der Ausgabe einer Losung terminiert. Die Anzahl der Starts ist dann
eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Erfolgsparameter P{X < k}. Dabei ist X die
zufillige Laufzeit des Las-Vegas-Algorithmus. Bezeichnet Y) die Laufzeit des modifizierten
Verfahrens, dann wird Yy /k von der Gesamtzahl der Starts stochastisch dominiert. Es gilt
also

k
<
BYy < P{X < k}

und
P{Y}, > n} < (P{X > kD)"* < cor, n>o0,

mit 6, = (P{X > k})% Selbst wenn also die Laufzeit eines randomisierten Algorithmus mit
nur kleiner Wahrscheinlichkeit gering ist, kann man den Algorithmus stets so modifizieren,
dass ungiinstige Verldufe extrem unwahrscheinlich werden. Insbesondere ist dies bei Algo-
rithmen mit geringer erwarteter Laufzeit der Fall. Wir werden sehen, dass die obige Strategie
mit geeignetem von der Verteilung abhéngenden k in gewissem Sinn optimal ist.

In der Praxis kennt man die genaue Verteilung der Laufzeit eines Algorithmus im All-
gemeinen jedoch nicht, manchmal kennt man nicht einmal eine obere Schranke fiir die Min-
destschrittzahl. Auch héngt die Verteilung der Laufzeit moglicherweise stark von der Eingabe
ab. In solchen Fallen kann man nach einer universellen Strategie verfahren, bei der die Ab-
bruchzeiten von Lauf zu Lauf variieren und deren erwartete Laufzeit die erwartete Laufzeit
der spezifischen optimalen Strategie nur um einen logarithmischen Faktor tibersteigt.

2.1 Die optimale Strategie bei bekannter Verteilung der Laufzeit

Wir betrachten etwas allgemeiner Strategien in denen die Schrittzahl bis zum néchsten
Neustart variieren kann. Eine solche Strategie wird durch einen Folge (k;);>1 € (NU {oo})N
beschrieben. Terminiert der Algorithmus nicht spéatestens nach kq Schritten, so wird er erneut
und dieses Mal fiur hochstens ko Schritte gestartet. Liefert er auch beim zweiten Versuch keine
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Losung, dann wird er ein drittes Mal flir maximal k3 Schritte gestartet, etc. Wir bezeichnen
die Laufzeit dieses Verfahrens mit Y{;,) und schreiben Y3, ) = Y, falls k; = k fiir alle ¢ > 1.

Man beachte, dass Yo 4 x.
Lemma 2.1 Fir ke NU{oco} gilt

E[min(X, k)]

EY; = .
FTOUPX <k}

(2.1)

Beweis. Sei kpyin := min{j > 1 : P{X = j} > 0} die Mindestlaufzeit des urspriinglichen
Algorithmus. Fiir k& < kpin und k = oo ist die Behauptung (2.1) offensichtlich.
Sei also kyin < k < co. Dann gilt

Yk = ]{?(Nk — 1) + Lk,

wobei Ny, die Gesamtzahl der Starts und L;, die Anzahl der Schritte vom letztmaligen Neustart
bis zur Ausgabe der Losung bezeichnet. Nach Konstruktion sind die Zufallsvariablen N und
Lj; unabhangig mit

P{N, =n} =P{X <k}(P{X >Ek})" L n>1

und L(L;) = L(X|X < k). Insbesondere folgt mit dem Satz von der totalen Wahrschein-
lichkeit

P{X <k}EY, = P{X <k}kE[N; —1] + ELy)
= kP{X >k} +P{X <K}E[X|X < k]
= E[min(X,k)| X > k]P{X > k} + E[min(X, k) | X < k]P{X <k}
= E[min(X, k). O

Sei nun A die Menge der k£ mit minimalem EY;, =: a(k),

A:={1<k<o0:alk)=a"}, wobeia®*= inf afj).
1<j<o0

Wegen

EX
li k) = —————
kinc}oa( ) P{X < oo}

ist die Menge A nicht leer. Hat X eine langschwénzige Verteilung, also etwa EX = oo,

= EX = a(x) (2.2)

dann wird man die Léufe nach nicht allzu langer Zeit abbrechen (das oder die Elemente in
A sind klein). Hat die Verteilung hingegen einen sehr kurzen Schwanz, dann gibt es keinen
Grund fiir einen Abbruch (A = {oo}). Der Grenzfall ist die geometrische Verteilung, hier gilt
A =NU{oo}.

Wir nennen im Folgenden eine Strategie (k;);>1 optimal, wenn sie die erwartete Laufzeit
minimiert, wenn also EY(;,y = infy,) EYy,).
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Satz 2.2 Gilt k; € A fiir alle i > 1, dann ist die Strategie (k;);i>1 optimal.

Beweis. Sei (k;)i>1 eine Strategie mit k; > kmin fiir alle ¢ > 1. Aus der Zerlegung nach dem
Ergebnis des ersten Durchlaufs erhilt man mit Lemma 2.1

IEYv(lcz) = E[mln(yv(kz)v kl)] + E(-Y-(kz) - k1)+
= Emin(X, k)] + E[(Yir,) — k1) 7| Yo > k] P{Y(iy > K1}
= E[min(X, k1)] + P{X > ki } EY,

1)

= P{X < kjl}oz(kl) + ]P){X > k‘l}EX/(k

it1)

= > pialk), (2.3)
j=1

wobei
j—1

pj =P{X <k} [[P{X > ki}.
i=1
Man beachte, dass p; die Wahrscheinlichkeit fiir genau j — 1 Neustarts ist. Auf Grund der
Annahme k; > kp, gilt Z;’il pj = 1. Aus (2.3) folgt dann unmittelbar, dass

EY(r,) > infa(k;) > o™
j

Diese untere Schranke gilt fiir die erwartete Laufzeit beliebiger Strategien, da eine Strategie
durch Entfernen derjenigen k; mit k; < ki offensichtlich nicht schlechter wird. Umgekehrt ist
nach (2.3) die erwartete Laufzeit der in Satz 2.2 beschriebenen Strategien gleich a*. Folglich
sind solche Strategien optimal.

Bemerkungen. Satz 2.2 gewahrleistet insbesondere, dass man sich auf konstante Strategien
Y), mit k € A beschrénken kann. Der Gleichung (2.3) entnimmt man die folgende Umkehrung
zu Satz 2.2: Ist die Strategie (k;);>1 optimal, dann gilt k; € A fiir alle ¢ < sup{j: p; > 0}.

Wir betrachten nun eine groflere Klasse von Strategien. Wir nehmen an, dass Laufe
unterbrochen und spater an der entsprechenden Stelle fortgesetzt werden konnen. Eine solche
Strategie wird durch eine Folge (m;, k;);>1 beschrieben. Hierbei ist m; die “Nummer” des
Laufs auf “Stufe” ¢ und k; die maximale Schrittzahl dieser Fortsetzung.

Satz 2.3 Die Strategien aus Satz 2.2 sind auch innerhalb der oben beschriebenen Klasse von
Strategien optimal: Fiir alle Folgen (mg, k;)i>1 gilt

Die Aussage von Satz 2.3 lasst sich wie folgt einsehen. Auf Grund der Unabhéngigkeit der
Léufe kann eine Strategie (m;, k;);>1 fiir jeden Lauf getrennt betrachtet werden (man gewinnt
durch das Starten bzw. Fortsetzen von Liufen mit anderer Startnummer keinerlei Information
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iiber den Fortgang eines Laufes). Fiir einen einzelnen Lauf gibt es aber keinen Grund von
der optimalen Strategie aus Satz 2.2 abzuweichen, also etwa den Lauf bereits nach j < k € A
Schritten zu unterbrechen oder tiber j > k € A Schritte hinaus fortzufiihren.

Der formale Nachweis von (2.4) ist etwas miithsam, weil man die Rekursion (2.3) nicht
mehr zur Verfiigung hat.

Beweis. Fixiere eine beliebige Folge (mj, ki)i>1. Wir zeigen wiederum, dass EY eine Kon-
vexkombination der a(j) ist, dass also EY' = 3222, Aja(j) mit A; > 0 und }° \; = 1. Setze
dazu ng = 0 und n; = 22:1 kj;, © > 1. Mit ¢; bezeichnen wir die maximale Gesamtschrittzahl
des Laufs mit der Nummer m; vor der Fortsetzung auf Stufe i (also ¢; := Z;;ll kil {m;=mi})-
Wir zerlegen Y = Y{,,, 1,) wie folgt,

Y = Z min ((Y — ni_1)+, kl>
i=1
Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt
EY = Y E[min((Y —ni1)", k)]
i=1
= > P{Y >ni1} Elmin (Y = ni—1) ", ki) |V > niq]
i=1
= Z P{Y > nl-,l} E[min(X — fi, k‘z) |X > EZ]
i=1
- Emin(X — 6) ", k;)]
= P{Y i
; W>nat ——px=03
LS BY Bmia) g e
_ ; P (E[mln(X, 0 + k;)] — Emin(X, el)]). (2.5)

Ohne Einschrankung sei ¢; + k; > kmin, und ¢; = 0 oder ¢; > kyi, (eine Strategie ohne diese
Eigenschaften ist offensichtlich leicht zu verbessern). Mit der Konvention 0 - «(0) = 0 ist der
i-te Summand auf der rechten Seite von (2.5) nach Lemma 2.1 gleich

IP){Y > ’I’Ll;l}

P{X > (;} (P{X <Uli+kifalli+ k) — P{X < &}oz(&))

= qgl)a(ﬂi + ki) — q(z)a(ﬂi).

Folglich gilt EY" = 772 Aja(j), wobei
N= Y dV = Y 6 =
{i: Li+ki=j5} {i: &;=5}

Wegen

qi(l) — ql@) = P{Y > ni,l} P{X < fz + ki |X > fz} = P{ni,l <Y < ni},
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erhalt man

Th= Y 0 Y = i(qz(”—qi@)) =1

Hinsichtlich der Nichtnegativitat der A; beachte man, dass ql@) = 0, falls ¢; = 0, wenn also der
Lauf m; auf Stufe i erstmalig gestartet wird. Bezeichne andernfalls i’ die Stufe der jiingsten

Fortsetzung des Laufs mit der Startnummer m; vor Stufe 7. Dann gilt ¢;; + k;; = ¢;, und

@)~ ¢  PY>ni) PY>niy)
P{X <4} P{X > /{y} P{X > ¢;}

> 0,

denn die beiden Quotienten sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse {Y >
ny—1} bzw. {Y > n;_1} gegeben, dass der Lauf mit Startnummer m; nicht vor Erreichen der
Stufen i’ bzw. i terminiert. Es folgt

A= i(qz@—q,@)) > Y <q§/1)—q§2)> >0

i=1 {i: £;>0}

fiir alle j > 1 und Satz 2.3 ist bewiesen.

Bemerkung. Man beachte, dass auch eine zufillige Wahl der (m;, k;);>1 keinen Vorteil
bringt, wenn die Wahl von (mj, k;) nur vom Verlauf der Stufen 1 bis j — 1 abhéngen darf.

2.2 Strategien bei unbekannter Verteilung der Laufzeit

In der Praxis wird man die Menge A zumeist nicht kennen. Es stellt sich daher die Frage,
welche erwartete Laufzeit man ohne irgendwelche Informationen iiber die Verteilung der
Laufzeit des Algorithmus erreichen kann. Wir werden universelle Strategien kennen lernen, die
keinerlei Kenntnisse tiber die Verteilung von X zugrunde legen und deren erwartete Laufzeit
dennoch nur um einen logarithmischen Faktor von der erwarteten Laufzeit der spezifischen
optimalen Strategie abweicht.

Sei (ki)i>1 eine Folge von Zweier-Potenzen mit

H1<i<2™m—1:k;=2"Y=2""17 fiiralle 0<j<m—1< oo, (2.6)

also etwa (1,1,2,1,1,2,4,1,1,1,1,2,2,4,8,...). Man beachte, dass bei nicht erfolgter Aus-
gabe einer Losung bis zur Stufe 2 — 1 ein solches Verfahren jeweils 21 Schritte mit Laufen
der Linge 27, 0 < j < m — 1, verbracht hat (“ausbalancierte” Strategie). Insbesondere gilt

2m—1 m—1
Nom_1 = Z ki = Z oigm=i=l — mom=1l iy > 1. (2.7)
i=1 3=0

Satz 2.4 Sei (k;)i>1 eine Strategie mit der Eigenschaft (2.6). Dann gibt es von der Laufzeit-
verteilung L(X) unabhdngige Konstanten ¢ und co, so dass

EY(,) < cia”(logoa™+ ca). (2.8)
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Zum Beweis von Satz 2.4 erweist sich die Einfithrung der folgenden Gréfe als niitzlich,

- k
- P{X <k}

Man beachte, dass das Infimum angenommen wird, da limg . G(k) = oo. Das folgende

§*:= inf B(k), wobei f(F) keN.

Lemma besagt, dass der Quotient 5*/a* gleichméfig beschrankt ist.
Lemma 2.5 Unabhdngig von der Laufzeitverteilung L(X) gilt
o < B < 4o’ (2.9)

Beweis. Fiir beliebiges k > 1 gilt (1)

E[min(X, k)] > g oder P{X < [2E[min(X,k)]|} > %

Ist ndmlich 2 E[min(X, k)] < k, dann folgt mit Hilfe der Markov Ungleichung

P{X > [2E[min(X, k)]]} = P{min(X, k) > [2E[min(X, k)]]} <

N

Sei nun k* € A. Im ersten Fall folgt
E[min(X, k*)] S k* S B*
P{X < k*} 2P{X <k*} — 2°

o =

Im zweiten Fall folgt

. |2E[min(X, k*)] | . . E[min(X, k"))
7S B < [2Rmin(x, ko)) = RO Rl < 4 e

Die erste Ungleichung in (2.9) ist wegen E[min(X, k)] < k offensichtlich.

= 4a*.

Die Intuition fiir die Schranke (2.8) in Satz 2.4 ist die folgende. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Verfahren nach ¢/P{X < k} Laufen der Lénge k noch keine Losung ausgegeben
hat, ist extrem klein, wenn ¢ nur grof§ genug ist. Zu diesem Zeitpunkt hat das Verfahren
jeweils etwa cB(k) Zeit mit Liufen der Linge 2/, j = 0,...,logycB(k), verbracht, also
O(B(k)(log B(k) + ’)) Schritte vollfithrt. Die Abschiatzung gilt fiir beliebiges k& > ki, es
ergibt sich somit die Groflenordnung O(8*(log 5* + ¢”’)) = O(a*(loga* + ¢”)) als obere
Schranke fiir EY(z,).

Beweis von Satz 2.4. Sei ag, £ > 0 eine streng monoton wachsende Folge nicht-negativer
ganzer Zahlen und Y eine Zufallsvariable mit werten in N. Dann gilt

i]P’{Y >n}

n=0

EY

ap—1 oo apy1—1

= Y P{¥Y>n} + > Y Py>n}

n=0 /=0 n=ay

a + Y a1 PY > as}. (2.10)
=0

IN
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Sei nun (k;);>1 eine Folge mit der Eigenschaft (2.6). Wegen (2.7) gilt fiir Y = Y,
P{Y > m2™ 1} = P{Y > ngm_1} < P{X >2}*" 7 0<j<m—1. (2.11)

Wihle ein ¥ € N mit S(k') = §* und setze j/ = [logyok’], n' = [—log,P{X < k'}]. Nach
(2.11) gilt

P{Y > (j +n' + 0+ 1)+ < p{x >2}2" "

IN

(1 — P{X < ko})? /BX<hko}

IN

IA

exp (—2°, £>0. (2.12)

Ohne Einschrankung sei j' +n' > 1 (falls nicht, gilt P{Y = 1} = 1). Aus (2.10) (2.12) folgt
(setze ag;=: (' +n'+£+1) 2j,+",+€)

(o]
EY < (' 4+n/ +1)27 4> (40 + £42) 2 T  exp(—2")

e esa(2))
£=0
= (j’+n’)2j’+”’2< ?5’622)2)> (2.13)

Die Behauptung von Satz 2.4 folgt nunmehr aus (2.13), Lemma 2.5 und der Beobachtung

2j’+n’ < 2log2k’710g2IP{X§k/}+2 _ 4,6*
Insbesondere gilt (2.8) mit ¢; = 180 und co = 4.

Wir zeigen nun, dass die erwartete Laufzeit der Strategien aus Satz 2.4 von der best-
moglichen Groflenordnung ist: Zu einer universellen Strategie gibt es stets einen Las-Vegas-
Algorithmus, so dass die erwartete Laufzeit dieser Strategie die erwartete Laufzeit der spezi-
fischen optimalen Strategie um einen logarithmischen Faktor {ibersteigt.

Satz 2.6 Fir jede Strategie (ki)i>1 und jedes 1 < a < oo gilt

1
sup  EY,) > < alogya.
L(X): a*=a 8
Beweis. Zu festem 1 < a < oo konstruieren wir eine endliche Familie von Verteilungen, so
dass fiir jede dieser Verteilungen o = «, und fiir zumindest eine der Verteilungen EY;,) >
%along. Setze n* = |logya] und definiere fiir 0 < j < n*,

2 /a, falls k = 27;
P{X =k} ={ 1-2/a, fallsk = occ; (2.14)
0, sonst.
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Wegen E;[min(X,27)] = 27 gilt o* = « fiir jede der n* 4+ 1 Verteilungen. Betrachte nun eine
beliebige Strategie (k;). Fiir alle t € N und 0 < j < n* gilt

Pi{Y(,) >t} = Pi{X > 27300, (2.15)

wobei ¢(j,t) die Anzahl der bis zur Zeit ¢ (maximal) beendeten Liufe der Mindestlinge 2/

bezeichnet,
c(it) =1 <i<mik; > 2} + Ly 50y, falls np <t < nppyr.

Fir 0 <5 <n* gilt

1 o
Pi{Yi,y >t} > 3 falls c(j,t) < ZT (2.16)
Fiir j = n* ergibt sich (2.16) unmittelbar aus (2.15), fiir 0 < j < n*—1 erhélt man (2.16) aus
(2.14), (2.15) und der Ungleichung (1 — x) > 1, z € (0,3]. Aus (2.16) folgt insbesondere

t+1
EJ}/(]%) = Tv falls C(]7 ) 2]+1

Ist andererseits c(j,t) > a/2/%! fiir alle 0 < j < n*, dann folgt

(6% n* (6% (6% n*—1 (6% (6% 0
a(n* +2) alogya
= > .
o 3 +z ) -2

Somit erhélt man fiir eine beliebige Folge (k;) und ¢t € Rt

t . X .
EJYv(kl)<§70§]§n = C(],LtJ)>2J+1,O<j<TL
— > ozloch)a’
4
also
alogya
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3 Techniken aus der Spieltheorie

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit spieltheoretischen Ansédtzen bei der Analyse
von Las-Vegas-Algorithmen. Diese miinden in Yao’s Minimax-Prinzip, das die Herleitung
einer unteren Schranke fiir die Giite randomisierter Algorithmen ermoglicht. Zur Veran-
schaulichung der Technik wird uns als Beispiel die Auswertung sogenannter Spielbdume be-
gleiten.

3.1 Das Auswerten von Spielbaumen

Ein Spielbaum ist ein verwurzelter und beschrifteter Baum. Innere Knoten aus geradzahli-
gen Generationen und die Wurzel sind mit MIN beschriftet, innere Knoten aus ungeraden
Generationen mit MAX. Jedem Blatt des Baums ist ein reeller Wert zugeordnet. Der Wert
eines inneren Knoten mit der Beschriftung MAX ist das Maximum der Werte seiner Kinder,
der Wert eines mit MIN beschrifteten inneren Knoten ist das Minimum der Werte seiner
Kinder. Unter der Auswertung eines Spielbaums versteht man das Bestimmen des Wertes an
der Wurzel des Baums.

Ein Spielbaum beschreibt das folgende Spiel: Zwei Spieler A und B bestimmen einen in
der Wurzel startenden Pfad durch den Baum. Spieler A bekommt von Spieler B eine Zahlung
in Hohe des Wertes des Blattes am Ende des Pfades. Spieler B darf beginnen. Die Kinder
eines inneren Knoten entsprechen den verschiedenen Spielfortfithrungen, die dem am Zug
befindlichen Spieler zur Auswahl stehen. Der Wert eines inneren Knoten beschreibt die bei
kluger zukiinftiger Spielfiihrung garantierte bzw. maximal drohende Auszahlung am Ende des
Spiels.

Ein Algorithmus zur Auswertung eines Spielbaums liest bei jedem Schritt den Wert eines
Blattes ein, wobei die Wahl des als nachstes einzulesenden Blattes von den Werten der bere-
its inspizierten Blatter abhangen darf. Als Maf} fiir die Laufzeit eines solchen Algorithmus
nehmen wir die Anzahl der eingelesenen Werte.

Wir beschrianken uns der Einfachheit halber auf den Fall bindrer Spielbdume deren Blatter
den Wert 0 oder 1 haben. In diesem Fall kann man Minimum- und Maximumbildung durch
die Booleschen Operationen AND und OR ersetzen. Wir bezeichnen mit t, einen solchen
Spielbaum der Hohe 2k,

t, = (Ul,. . .,'U4k) S {0, 1}4k.

Dabei ist v; der Wert des i-ten Blattes bzgl. einer beliebigen aber festen Abzdhlung der
Blatter. Den Wert des Baums tj an seiner Wurzel bezeichnen wir mit w(ty).

Die (deterministische) Komplexitdt des Auswertens eines bindren 0-1 Spielbaums ist
n = 4F: Zu jedem deterministischen Algorithmus gibt es eine Belegung der Blitter von ty,
die den Algorithmus zwingt, jedes einzelne Blatt zu inspizieren. Das liegt daran, dass man
den Algorithmus stets zwingen kann, die Werte beider Kinder eines inneren Knoten zu be-
stimmen, indem man ihm an einem AND-Knoten zunéchst eine 1 und an einem OR-Knoten

zunachst eine 0 liefert.
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Im nachfolgenden randomisierten Algorithmus zur Auswertung eines Spielbaums
(Snir [29], 1985) werden die Kinder der Knoten in zufélliger Reihenfolge ausgewertet.

Randomisierter Algorithmus zur Auswertung eines Spielbaums

Zur Auswertung eines AND-Knoten wahle man rein zuféllig eines der beiden Kinder und
bestimme rekursiv dessen Wert (= Wert eines in einem OR-Knoten verwurzelten Teilbaums).
Ist der Wert des Kindes 0, so ist dies auch der zu bestimmende Wert des AND-Knoten. Ist
der Wert des Kindes 1, dann bestimme man auch noch den Wert des anderen Kindes. Die
Auswertung eines OR-Knoten verlauft analog mit vertauschten Rollen von 0 und 1.

Satz 3.1 Sei L(ty) die Anzahl der bei der Auswertung des Spielbaums ty, inspizierten Bldtter,
dann gilt

max EL(t;) <3*, keN. (3.1)
t,€{0,1}4%

Bemerkungen.

e Die Eingabe hat die Linge n = 4*. Die erwarteten Kosten des randomisierten Algorith-
mus sind also gleichmiBig durch n'°843 beschriinkt (log,3 = 0.7924...).

e Der Erwartungswert EL(ty) ist nicht fiir alle ty, gleich, es gibt durchaus unterschiedlich
schwierige Belegungen der Blétter.

Beweis. Wir beweisen (3.1) per Induktion und betrachten zunéchst den Fall k£ = 1.

Ist w(t;) = 0, so ist auch der Wert zumindest eines der beiden Kinder der Wurzel 0.
Der randomisierte Algorithmus wéhlt also mit Wahrscheinlichkeit > % zuerst ein Kind mit
dem Wert 0, die Auswertung des zweiten Kindes ist dann hinféllig. Die erwartete Anzahl der
auszuwertenden Kinder ist also < % und bei der Auswertung eines Kindes miissen schlimm-
stenfalls die zugehorigen zwei Blatter inspiziert werden.

Ist w(ty) = 1, dann miissen beide Kinder der Wurzel ausgewertet werden. Da diese beiden
OR-Kinder jedoch den Wert 1 haben, kostet die Auswertung jedes Kindes in Erwartung
hochstens %, da mit Wahrscheinlichkeit > % das zuerst gewahlte Blatt den Wert 1 hat.

Wir kommen nun zum Induktionsschritt von k£ auf k+1. Seien t,(f), 1=1,...,4, die in den
Enkeln der Wurzel von ty; verwurzelten binaren Spielbdume der Héhe 2k. Vom Fall £ =1
her wissen wir, dass in Erwartung hochstens drei der vier Enkel inspiziert werden miissen.
Die Bestimmung jedes der Werte w(t,(f)) kostet nach Induktionsvoraussetzung in Erwartung
hochstens 3%, Da die Reihenfolge, in der die Enkel inspiziert werden, unabhiingig ist von den
L(t,(f) ), folgt die Behauptung fiir k + 1.

3.2 Das Minimax-Prinzip

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die erwarteten Kosten des randomisierten Al-
gorithmus von Snir zur Auswertung eines bindren 0-1 Spielbaums bei beliebiger Blattbelegung
durch n'°843 beschrinkt sind. Wie ist die Giite dieses Algorithmus zu beurteilen? Was also ist
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die “randomisierte Komplexitiat” des Problems des Auswertens von Spielbdumen? In diesem
Abschnitt werden wir ganz allgemein eine Technik zur Herleitung einer unteren Schranke fiir
die maximale erwartete Laufzeit von Las-Vegas-Algorithmen kennen lernen. Das Maximum
wird dabei iiber die méglichen Eingaben gebildet.

Wir erinnern zunéchst an einige grundlegende Begriffe aus der Spieltheorie. Wir betrach-
ten ein endliches Zwei-Personen-Nullsummen-Spiel bei dem der Spieler A iiber die reinen
Strategien a;, 1 <7 <n und der Spieler B tiber die reinen Strategien b;, 1 < j < m verfiigt.
Wiéhlt der Spieler A die Strategie a; und der Spieler B die Strategie b;, dann erhalt der
Spieler A von Spieler B den Betrag c;;. Die Matrix (c¢;;) nennt man die Auszahlungs- oder
Gewinnmatriz. Wahlt ein Spieler zufallig eine der ihm zur Verfiigung stehenden Strategien,
so spricht man von einer gemischten Strategie. Wahlt der Spieler A mit Wahrscheinlichkeit p;
die Strategie a; und der Spieler B davon unabhingig mit Wahrscheinlichkeit ¢; die Strategie
b;, dann ist die erwartete Hohe der von Spieler B an den Spieler A zu leistenden Zahlung
gleich

Epoqgc(I,J) = > pigjcij, wobei p=(p1,...,p,) und g = (q1,...,qm)-
1,J
Hierbei ist I die Nummer der vom Spieler A zuféllig gewéhlten Strategie und J die Nummer
der Strategie von B. Verfolgt der Spieler A die gemischte Strategie p, so ist sein erwarteter
Gewinn mindestens min, E,g,c(I,J). Den Wert
Va := maxmin Epgqc(Z, J)
P q
nennt man den unteren Wert des Spiels. Eine Strategie p*, die ming E g, c(/, J) maximiert,
nennt man eine optimale gemischte Strategie fiir den Spieler A. Der Wert Vy ist eine untere
Schranke fiir den erwarteten Gewinn des Spielers A bei Verwendung einer optimalen Strategie,
selbst wenn der Spieler diese 6ffentlich macht. Umgekehrt ist max, E,gqc(I,J) die maximale
Hohe der von Spieler B zu leistenden Zahlung, wenn er die Strategie g verfolgt. Der Wert
Vp := minmax E,gqc(I,J)
q P
heiBt oberer Wert des Spiels. Eine Strategie ¢*, die max, Epgqc(I, J) minimiert, nennt man
eine optimale Strategie fiir den Spieler B. Der Wert Vg ist der maximal zu erwartende Betrag,
den der Spieler B bei bei Verfolgen einer optimalen Strategie an A zahlen muss. Existieren
Strategien p* und ¢*, so dass

Epog-c(I,J) < Eprggrc(I,J) < Eprgqe(L,J) fir alle p und ¢,

dann sind diese Strategien notwendigerweise optimal und man sagt, das Spiel hat die Losung
bzw. den Sattelpunkt (p*,q*). Die GroBen Ep-gq+c(1,J), V4 und Vg stimmen dann iiberein
und werden als der Wert des Spiels bezeichnet.

Diirfen die Spieler lediglich reine Strategien verwenden, dann kénnen der obere und der un-
tere Wert eines Spiels differieren. Hingegen besagt der folgende Fundamentalsatz der Spielthe-
orie, dass bei Verwendung gemischter Strategien der untere und der obere Wert eines endlichen
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Zwei-Personen-Nullsummen-Spiels stets iibereinstimmen (einen Beweis dieses Satzes findet
man etwa in [19]).

Satz 3.2 (von Neumann’s Minimax-Theorem) Jedes durch eine endliche Matriz (c;j)
beschriebene Zwei- Personen-Nullsummen-Spiel besitzt eine Losung und hat den Wert

max min Epgq (I, J) = minmax E,gqc(Z, J). (3.2)
P q a P
Fiir festes p ist die Funktion E,gqc(I,J) = Zj ¢;j Y; picij linear in ¢ und nimmt ihr
Minimum in einem Extremalpunkt des Simplex der Verteilungen auf {1,...,m} an. Folglich
gilt
min Epgqc(I,J) = min E, (1, j).
q J

Mit anderen Worten, kennt der Spieler B die gemischte Strategie p des Spielers A, so kann
er mit einer reinen Strategie dagegenhalten (i.A. ist diese Strategie keine optimale Strategie).
Entsprechendes gilt fiir den Spieler A, wenn er die Strategie ¢ des Spielers B kennt. Eine
Variante von (3.2) ist daher die folgende Gleichheit (Satz von Loomis),
max m]m Epc(1,j) = mqin max Eqc(i, J). (3.3)
Wir benutzen nun das Minimax-Prinzip zur Analyse der Giite von Las-Vegas-Algorithmen.
Wir fassen die Kosten des Algorithmus als die Hohe der Zahlung des den Algorithmus entwer-
fenden Spielers an den die Eingabe wihlenden Widersacher auf. Wir betrachten nur Probleme
bei denen sowohl die Zahl der moglichen Eingaben als auch die Zahl der deterministischen
(immer korrekten, in endlicher Zeit terminierenden) Algorithmen zur Lésung des Problems
endlich sind. Alle bisher in der Vorlesung betrachteten Probleme wie etwa das Sortieren von
Listen oder das Bestimmen des Medians besitzen diese Eigenschaft.

Sei A die Menge der deterministischen Algorithmen zur Losung eines Problems und 7
die Menge der moglichen Eingaben. Fiir a € A und i € Z bezeichne ¢(i,a) die Kosten des
Algorithmus a bei der Eingabe i. Die Komplezitdt in Verteilung des Problems ist definiert als

Cdist = m;ix main Epc(I,a),

wobei das Maximum iiber samtliche Verteilungen p auf 7 gebildet wird und die zufillige
Eingabe I unter P, die Verteilung p hat. Bei bekannter Eingabeverteilung p kann stets
ein deterministischer Algorithmus a(p) gefunden werden, dessen erwartete Kosten (gemittelt
iiber die Eingaben!) durch cgs; nach oben beschrénkt sind. Die Komplexitéit in Verteilung
ist stets geringer als die deterministische Komplezitdt des Problems, c4e; = min, max; c(i, a)
(= bestes worst-case-Verhalten eines deterministischen Algorithmus). Unter der randomisier-
ten Komplexitdtl eines Problems versteht man die Grofle

Crand ‘= mqin max E, c(i, A),
3

wobei das Minimum iiber alle Verteilungen ¢ auf A gebildet wird und der zufallige Algo-
rithmus A unter P, die Verteilung ¢ hat. c¢pqnq ist eine untere Schranke fiir die Giite (=
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maximalen erwarteten Kosten) eines randomisierten Algorithmus. (In diesem Abschnitt ist
es zweckméfig, einen randomisierten Algorithmus als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
einer Menge von deterministischen Algorithmen aufzufassen.)

Das Minimax-Prinzip in der Form (3.3) besagt, dass die beiden Komplexitétsbegriffe cg;s;
und ¢pqng Ubereinstimmen. Insbesondere gilt

Proposition 3.3 (Yao’s Minimax-Prinzip) Fir alle Verteilungen p auf der Menge Z der
maoglichen Fingaben und alle Verteilungen q auf der Menge A der deterministischen Algorith-
men zur Losung eines endlichen Problems gilt

géiﬂ Epc(l,a) < max Eqc(i, A).
Die maximale erwartete Laufzeit eines jeden randomisierten Algorithmus ist also durch die
mittlere Laufzeit eines optimalen deterministischen Algorithmus bei Eingabeverteilung p nach
unten beschrankt. Man kann daher eine untere Schranke fiir die randomisierte Komplexitat
herleiten, indem man die erwartete Laufzeit eines optimalen deterministischen Algorithmus
(bei freier aber offentlich zu machender Wahl der Eingabeverteilung p) nach unten abschéitzt.

Wir kehren nun zu unserem Beispiel des Auswertens bindrer 0-1 Spielbdume zuriick.
Zunéchst bemerken wir, dass der Wert eines bindren Spielbaums und der Wert eines biniren
Baums gleicher Hohe, dessen innere Knoten alle mit NOR beschriftet sind, bei gleicher Bele-
gung der Blatter iibereinstimmen. Man verifiziere das fiir bindre Baume der Hohe 2 und
erinnere sich, dass man einen Spielbaum der Hohe 2(k + 1), als einen Spielbaum der Hohe 2
auffassen kann, an dessen vier Blédttern Spielbdume der Hohe 2k angebracht sind. Um eine
untere Schranke fiir die maximale erwartete Anzahl der durch einen zufélligen Algorithmus
inspizierten Blatter herzuleiten, miissen wir zunéchst eine Verteilung der Blattbelegung spezi-
fizieren und dann eine untere Schranke fir die erwarteten Kosten eines optimalen determi-
nistischen Algorithmus beweisen. Wir wahlen die Verteilung p wie folgt. Jedem Blatt des
NOR-Baums wird unabhangig mit Wahrscheinlichkeit p der Wert 1 zugewiesen wird, wobei

ﬁ = (]‘ - p)27
also p = 3_2\/5 = 0.3819... Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein innerer Knoten
den Wert 1 besitzt (also beide Teilbdume den Wert 0), ebenfalls p. Die Werte von Knoten,

die nicht in einer Vorfahr-Nachkomme-Beziehung stehen, sind unabhéangig, also insbesondere

die Werte von Knoten aus ein und derselben Generation. Aufgrund dieser Tatsache wird
jeder optimale deterministische Algorithmus zunéchst den Wert eines von zwei Geschwis-
terteilbdumen bestimmen, bevor er ein Blatt des anderen Teilbaums inspiziert. Der Baum
wird also entsprechend einer “depth-first search” durchlaufen, wobei die Untersuchung eines
Teilbaums in dem Moment abgebrochen wird, in dem der Wert des Teilbaums bestimmt ist.
Bezeichne Z;, die Anzahl der Blatter, die ein solcher Algorithmus zur Bestimmung des Wertes
eines Knoten in der Generation 2k — h inspiziert. Dann gilt

Zn = Zl(zljl + Zi(i)l Loy, -
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Dabei sind die Z,(Ql, i = 1,2 unabhéingige Kopien von Zj_1. Das Ereignis Aj_1, dass der
zuerst ausgewertete Teilbaum den Wert 0 hat, ist unabhéngig von Z ,(12_)1 und es gilt P{A4,_1} =
1 —p. Es folgt

EZy, = EZp1+ (1 —p)EZp—1 = (2—-p)EZ},

also EZy;, = (2 — p)%*. Aus Yao’s Minimax-Prinzip folgt nunmehr

Satz 3.4 Die maximale erwartete Anzahl der von einem zufdalligen Algorithmus bei der
Auswertung eines bindren 0-1 Spielbaums inspizierten Bldtter ist mindestens n®. Dabei ist n
die Anzahl der Bldtter des Baums und o = logy(2 — p) = 0.6942 . ..

Die Schranken in den Sétzen 3.1 und 3.4 differieren. Unser randomisierter Algorithmus kann
also nur optimal sein, wenn die Schranke in Satz 3.1 nicht scharf ist und/oder die Wahl der
Verteilung der Blattbelegung nicht die bestmégliche war (= schwierigste fiir deterministische
Algorithmen). Letzteres ist aber offensichtlich, denn ein verniinftiger Algorithmus wird, wenn
er den Wert eines Kindes eines NOR-Knoten als 1 bestimmt hat, nicht auch noch den Teil-
baum des anderen Kindes auswerten. Bei einer moglichst schwierigen Verteilung auf den
Blattbelegungen werden also Geschwister nicht beide den Wert 1 haben. Aber auch die obere
Schranke aus Satz 3.1 ist nicht die bestmogliche. Es gilt namlich (Theorem 1.5 in [25])

Satz 3.5 Der randomisierte Algorithmus von Snir zur Auswertung bindrer 0-1 Spielbdume
ist optimal. Die Komplezitit des Auswertens eines bindren Spielbaums mit n Blittern ist n®,
wobei B = logy(1HEY33) = 0.7537 ...
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4 Abweichungen vom erwarteten Wert

4.1 Die Bernstein-Chernoff-Schranke

Die erwarteten Kosten eines randomisierten Algorithmus sind oft relativ einfach zu berech-
nen bzw. nach oben abzuschétzen. Aus naheliegenden Griinden ist es wiinschenswert, die
Wahrscheinlichkeit fiir Abweichungen der Kosten von ihrem erwarteten Wert zu kontrollieren.
Im Allgemeinen hat man zur Abschétzung der Abweichungen vom erwarteten Wert lediglich
die Markov-Ungleichung zur Verfiigung. Eine weit bessere Abschitzung erhélt man fir Sum-
men unabhéangiger Bernoulli-Zufallsvariablen.

Satz 4.1 (Bernstein-Chernoff-Schranke) Seien X;, i > 1 unabhdngige Bernoulli-verteil-
te Zufallsvariablen zum Parameter p; := P{X; = 1}. Sei S, := Y ;" | X; und p, := ES,, =
Yo pi,n>1. Dann gilt

) Kn
P{S, > (14+)un} < <(1+€5)1+5> fiir alle 6 > 0 und n > 1; (4.1)
52
P{S, < (1-=98)u,} < exp (— 2,un> fir alle 0 <6 <1 und n > 1. (4.2)

Bemerkungen.

e Die Schranken sind nicht symmetrisch, d.h. die Schranke in (4.2) und die Schranke (4.1)
fiir Abweichungen vom Erwartungswert nach oben der ZufallsgroBe S, := n — S, =
Yo, (1 — X;) sind verschieden.

e Man beachte, dass die Schranken nur von pu,, nicht aber von den einzelnen p; oder
von n abhdngen. Daher kann man die Abschéitzungen auch dann verwenden, wenn
man lediglich eine obere bzw. untere Schranke von pu,, kennt. Gilt etwa p, < v, (bzw.
fn > Vp), dann behélt die Ungleichung (4.1) (bzw. (4.2)) ihre Giiltigkeit, wenn man py,
auf beiden Seiten durch v, ersetzt: Im Fall u,, < v, wahlt man p; >pi, 1 <1< n mit
>, Py = vy, und konstruiert unabhéngige Bernoulli-Zufallsvariablen X/ mit

/
P{X!=1|X;=1} =1 und P{X/=1|X,; =0} = Zii;;’f.
7
Fur S}, == >" | X! gilt dann P{S] > S,} = 1 und die Behauptung folgt mittels der
Bernstein-Chernoff Schranke fiir S},. Im Fall p,, > 1, konstruiert man entsprechend un-
abhéngige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen X/ mit der Eigenschaft P{S] < S, } = 1.

Beweis. Wir beweisen die Schranke (4.1) fiir Abweichungen vom Erwartungswert nach oben.
Mittels der Markov-Ungleichung folgt fiir beliebiges A > 0
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P{S, > (140} = PLexp(ASh) > exp(M(1+ 6)jum)}
< exp(—A(1+ 6)un) Eexp(ASy). (4.3)

Mit Hilfe der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und der Unabhéngigkeit der X;
ergibt sich

Eexp(\S,) = Eexp(Zn:)\Xz) = E(ﬁexp()\Xi)>
gt .

HEGXP()‘XZ') = H(pze + (1 —pi)) H 1+ pi(e *1))
=1

i=1 i=1

Da 14 x <e€” fir x > 0, folgt

Eexp(ASy) < [[exp (pi(e* —1))
=1

= exp (Zpi(e’\ - 1)) = exp (un (e = 1)). (4.4)
i=1

(Die Ungleichung in (4.4) entspricht dem Ersetzen der X; durch Poisson-verteilte Zufallsvari-
ablen X; mit Erwartungswert p;.) Durch Kombination von (4.3) mit (4.4) erhilt man

P{Sn = (14+0)n} < exp(—A(L+0)un) exp (tin(e* — 1))
— exp (un(& S1oA(1+ 5))). (4.5)

Die Wahl A = log(l + ) minimiert den Ausdruck auf der rechten Seite von (4.5) (man
differenziere e* — 1 — A(1 4 &) nach \) und liefert die Schranke (4.1).

Zum Beweis der Schranke (4.2) verwendet man bei der Abschétzung mittels der Markov-
Ungleichung die Funktion exp(—A\-) statt exp(A-) und verfdhrt dann analog. Den schoneren
geschlossenen Ausdruck erhiilt man auf Grund der Tatsache, dass (1 —9)'° > exp (— 6+ %)
fir0 << 1.

4.2 Routenplanung in Netzwerken

Die Routenplanung in Netzwerken ist ein weiteres Problem, bei dessen Losung ein zufalliger
Algorithmus jedem deterministischen Algorithmus iiberlegen ist. Wir modellieren ein Netz-
werk paralleler Prozessoren durch einen gerichteten Graph (V, E). Entlang jeder gerichteten
Kante kann pro Zeitschritt eine Nachricht einer gewissen Einheitslénge (ein Paket) befordert
werden. Die Knoten haben unbeschrankte Lagerkapazitit und konnen mehrere Pakete gleich-
zeitig empfangen (eines pro eingehender Kante). Der Anzahl der Kanten sind natiirliche
Grenzen gesetzt, typischerweise gilt |E| << |V|?. Wir betrachten als Spezialfall den Boole-
schen Wiirfel V' = {0, 1}" mit E = {(v,w) : > %, |[v; — w;| = 1}. Der Boolesche Wiirfel hat
|V | = 2" Knoten und |E| = n2" Kanten. Zwei Knoten, deren Adresse sich nur an einer Stelle
unterscheidet (Hammingabstand 1), konnen direkt miteinander kommunizieren.
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Jeder Prozessor i, 1 < i < 2" enthélt zu Anfang genau ein Paket (wir identifizieren den
Knoten v mit 4 = 14377, v;2771). Das von i aus versandte Paket soll dem Prozessor (i)
zugestellt werden. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass 7 eine Permutation der Knoten
aus V ist. Die Aufgabe ist die Bestimmung der Routen (= Folgen von Kanten) entlang derer
die Pakete befordert werden sollen, und zwar so, dass der gesamte Zustellprozess moglichst
zeitig abgeschlossen ist. Der Zeitpunkt, zu dem der letzte Knoten das an ihn adressierte
Paket empfangt, soll also minimiert werden. Ein Algorithmus zur Losung dieses Problems
spezifiziert sowohl die Routen der einzelnen Pakete, als auch die Devise, nach der Staus an
Knoten abgebaut werden, also die Reihenfolge in der angestaute Pakete, die einen Knoten
durch dieselbe Kante verlassen, weiter beférdert werden.

Wir betrachten nur sogenannte “Scheuklappen-Algorithmen”. Das sind Algorithmen, bei
denen die Route des Pakets nur vom Ursprungs- und Bestimmungsort, also vom “Ticket”
(i,7(7)) abhéngt, nicht aber von den Bestimmungsorten der anderen Pakete. Scheuklappen-
algorithmen haben den Vorteil, dass sie einfach zu implementieren sind und dass zur Wei-
terleitung eines Pakets der Blick auf das Ticket gentigt. Ein Beispiel fiir eine Scheuklappen-
Strategie ist das “Sukzessive Ausrichten der Bits”. Hier wird zu jedem Zeitpunkt das erste
Bit, das in der Adresse des gegenwartigen Knoten von der Adresse des Bestimmungsorts dif-
feriert, geflippt. Soll also beispielsweise das Paket vom Ausgangsknoten 0011 dem Knoten
1000 zugestellt werden, so wird es zunéchst zum Knoten 1011, dann zum Knoten 1001 und
schliefllich zum Bestimmungsort 1000 befordert.

Wie lange braucht ein deterministischer Algorithmus, der diese Strategie verfolgt, bis das
letzte Paket zugestellt ist? Sehr lange, wenn er es mit einem ungiinstigen 7 zu tun hat: Wird
beispielsweise jedem Paket mit Start in V! = {v:v; =0, [§] < j < n} ein Bestimmungsort
in W= {w:w; =0, 1 <j<|[§]} zugeordnet, so passiert jedes dieser Pakete den Knoten
(0,...,0). Es miissen also |V’| = 2L3] Pakete durch diesen einen Knoten geschleust werden.
Da pro Zeitschritt nur n Pakete einen Knoten verlassen konnen, ist die Zeit fiir den gesamten
Zustellprozess mindestens 212/ /n, also exponentiell in n. Das folgende Resultat besagt, dass
dieses fatale worst-case Verhalten keine spezielle Eigenschaft der Strategie “Sukzessives Aus-
richten der Bits” ist (siehe [13]).

Satz 4.2 Zu jedem deterministischen Scheuklappen-Algorithmus existiert eine Permutation
bei der der Algorithmus (/2" /n) Schritte bis zur Zustellung des letzten Pakets bendtigt.

Wir stellen nun einen zufélligen Algorithmus (Valiant, Brebner [31]) mit einer Laufzeit
von der bestmoglichen Gréflenordnung n vor. Man beachte, dass beispielsweise jede Route
von (0,...,0) nach (1,...,1) mindestens die Lénge n hat.

Randomisierter Scheuklappen-Algorithmus zur Routenplanung in Netzwerken

Seien o(i), 1 < i < 2™ unabhéngige rein zufillige Knoten aus der Menge V. In einer ersten
Phase werden die Pakete zunédchst von ¢ zu den Knoten o (i) gesandt. AnschlieBend werden
in einer zweiten Phase die Pakete von den Knoten o(i) zu ihren Bestimmungsorten (%)
verschickt. In beiden Phasen werden die Pakete geméfl der Strategie “Sukzessives Ausrichten
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der Bits” befordert. Warteschlangen werden nach der Devise FIFO (“wer zuerst kommt,
mahlt zuerst”) abgebaut. Gleichzeitig eintreffende Pakete, die einen Knoten durch dieselbe
Kante verlassen, werden in beliebiger Reihenfolge weiterbefordert.

Bemerkungen.

e In der Praxis wird man das Ende der ersten Phase nicht abwarten und im Zwischen-
lager o(i) eintreffende Pakete sofort weiterbeférdern. Eventuelle Konflikte zwischen
angestauten Paketen der verschiedenen Phasen 16st man dann nach der Devise “Pakete
aus Phase 1 zuerst”.

e Der Algorithmus ist offensichtlich leicht so zu modifizieren, dass ein Knoten mehrere
Pakete (oder auch gar keines) empfangen und versenden kann. Wir machen die An-
nahme, dass 7 eine Permutation ist, nur der einfacheren Analysis zuliebe.

Satz 4.3 Sei X,, der Zeitpunkt der Zustellung des letzten der 2™ Pakete durch den rando-
misierten Algorithmus. Fir jede Permutation m = m, auf {0,1}" und jedes ¢ > 5.081...
gilt

PA{X, >en} <267, n>1, (4.6)
wobet s
9055
90 = Lcl'
(c—2)2~
Bemerkungen.

e Der Wert 5.081... erklart sich als Losung der Gleichung 6. = 1.

e Die Schranke in (4.6) héngt nicht von 7 ab, die Verteilung von X, hingegen schon.
Beispielsweise gilt Pr{X,, = 0} > 0 nur dann, wenn 7= = id.

e Man beachte, dass 0. super-exponentiell abféllt, d.h. lim. . %log 0. = —oo. Anders als
in der im Kapitel 2 diskutierten Situation empfiehlt es sich daher nicht, einen Zustell-
versuch abzubrechen und unabhéngig neu zu starten.

Beweis. Wir analysieren zunéchst die erste Phase. Fiir 1 < i < 2" sei

T; := Ankunftszeit des in ¢ startenden Pakets im Zwischenlager o (i),

R; := Route des Pakets von i nach o(i).

Die Zufallsvariable maxij<;<on T; beschreibt die Dauer der ersten Phase. Die Zufallsgrole 7;
setzt sich zusammen aus der Lange der Route R; und dem Verzug V;, d.h. der Anzahl der
Zeitpunkte zu denen das in ¢ startende Paket in einem Knoten warten muss, weil zunachst
ein anderes Paket den Knoten durch die anvisierte Kante verlésst,

T, = [Ri| + Vi
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Man beachte, dass das gemeinsame Wegstiick zweier Routen R; und R; stets zusam-
menhéangend ist, dass also ein Zusammenschluss nicht mehr méglich ist, sobald sich die Wege
mal getrennt haben (das ist eine unmittelbare Konsequenz der Verwendung der Strategie
“Sukzessives Ausrichten der Bits”). Es ist daher augenscheinlich, dass der bei der Zustellung
Pakets i entstandene Verzug V; durch die Anzahl der Pakete, deren Routen mit R; ein gemein-
sames Teilstiick haben, nach oben beschrénkt ist. (Zum formalen Nachweis dieser Eigenschaft
stellt man injektiv jeden Zuwachs im Verzug des in i gestarteten Pakets einem Element aus
A; :={j #i: R; und R; haben eine gemeinsame Wegstrecke} in Rechnung, siehe [20].) Mit
Hij := Ijjea,y gilt also

on

Vi <|Ai| =) Hyj. (4.7)

j=1
Gegeben die Route R; sind die H;;,1 < j < 2" bedingt unabhéngig: Fiir alle moglichen
Routen (ey,...,ez), 0 < £ <n,und alle (z1,...,29:) € {0,1}?" gilt

P{H;j =x;, 1 <j<2"|R;=(e1,...,eq)}

”
= TPy = Ri=(er,....en)} (48)
j=1

Die bedingte Unabhéngigkeit (4.8) folgt unmittelbar aus der Unabhéngigkeit der o(j). Das
Bedingen ist aber unverzichtbar, denn die H;; sind positiv korreliert (je lénger die Route
R;, desto grofier die erwartete Anzahl gemeinsamer Teilstiicke). Mit der Bernstein-Chernoft-
Schranke im Hinterkopf wollen wir den bedingten Erwatungswert

o
E < > Hj
j=1

nach oben abschétzen. Der naheliegende Ansatz, die Wahrscheinlichkeiten P{H;; = 1| R; =
(e1,...,e7)} zu berechnen, scheitert an der Abhéngigkeit dieser Groflen von der Route

Ri= (ervcr)

(e1,...,eg). Stattdessen schitzen wir die Zufallsvariable Z?; H;; nach oben ab. Sei dazu
Y (e) die Anzahl der Routen, die die Kante e benutzen,

2"
Y(e) := Z Itcer;y-
j=1

Da die Indikatorvariable Iy c 4,) durch die Lange des gemeinsamen Teilstiicks Y ec R, Tieer;}
nach oben beschrinkt ist, und da H;; = 0 nach Definition, gilt

-
ZHij <D D Teeny = Y (Y(e)—1).

j#i e€R; ecER;
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Es folgt

E<2Hij

J=1

=3
°
o
-
IN
=

(Z )—1) ’R el,...,eg))

ecR;

I
™~

E(Y(ek) -1 ’ er € Ri)

k=1
l
= ]E<Zl{ek€R]‘}‘6k GRi>
k=1 J#i
¢ l
— E(Z I{ekeRj}> < Y EY(e).  (4.9)
k=1 J#i k=1

Aus Symmetriegriinden ist E Y (e) fiir alle Kanten e gleich, denn jeder Knoten enthélt anfangs
genau ein Paket und der Wiirfel sieht von allen Ecken aus betrachtet gleich aus.
Sei also ¢ := EY(e). Da die Summe der Lasten > . Y (e) gleich der Gesamtlinge der
Routen "2 |Ry] ist, gilt
p_ E(eerY(€) _ |VIER] _ 2"3 1

¢ B B non 2 (4.10)

Aus (4.9) und (4.10) erhélt man daher die Abschétzung

<ZHU el,...,eg)>

Mit (4.7), (4.12), der Bernstein-Chernoff Schranke (4.1) und dem Kopplungsargument in der
anschlieenden Bemerkung ergibt sich

l
- <
5 <

IA

g. (4.11)

P{V->(1+5g!R-:(el,---,ee)}
< IP{Z > (1+0)2 ‘R 61,---764)} < <(1+e§)1+5>2

fiir alle moglichen Pfade (eq, ..., es). Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt

)

Pz (403 < (g ) (112)

(Man beachte, dass diese Wahrscheinlichkeit nicht von der zuzustellenden Permutation 7
abhéngt.) Abhéngig von 7 ist lediglich die gemeinsame Verteilung der beiden Phasen.
Mit der Wahl § = ¢ — 3 erhélt man

P{V; > (§ — )} < ((_2)) - (%)
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Da jede Route hochstens die Lange n hat, folgt schliellich

]P’{ max Tzzgn} < IP’{ maXViZ(%—l)}

1<e<2n 1<<2n

< P> (-1} < o

Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Phase nach (¢/2) n Schritten noch nicht beendet ist,
ist also hochstens 6. Da bei unserer Analyse die Richtung der Zeit keine Rolle gespielt hat,
folgt aus Symmetriegriinden (7 ist eine Permutation !), dass auch die Wahrscheinlichkeit, dass
die zweite Phase nach (¢/2)n Schritten noch nicht beendet ist, durch 2 beschrankt ist. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eines der Pakete nach cn Schritten noch nicht seinen Bestimmungsort
erreicht hat, ist also hochstens 67 + 607" = 26".
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5 Fingerabdriicke

Stellen wir uns vor, wir miissten entscheiden, ob zwei Objekte x und y aus einer Menge U
gleich sind oder nicht. Ist die Menge U sehr grofl, dann empfiehlt es sich, statt der Objekte
x und y deren Bilder unter einer zufélligen Abbildung F' von U in eine wesentlich kleinere
Menge V zu iiberpriifen. Die Ubereinstimmung der “Fingerabdriicke” F(z) und F(y) lisst sich
in O(log |V|) Schritten verifizieren, wohingegen die Komplexitéat des urspriinglichen Problems
von der Ordnung log | U] ist. Da aus der Ubereinstimmung der Fingerabdriicke nicht zwingend
auf die Gleichheit der Objekte geschlossen werden kann, liegt die Kunst bei dieser Technik in
der geeigneten Wahl des Fingerabdrucks F. Die Verteilung der zufélligen Abbildung sollte so
gewdhlt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, dass zwei unterschiedliche Objekte denselben
Fingerabdruck haben, gleichmafig klein ist.

5.1 Die Technik von Freivalds

Nehmen wir an, wir sollen entscheiden, ob AB = C' fiir gegebene n x n Matrizen A, B und C
iber einem Korper F. Die naheliegende Idee, die beiden Matrizen A und B miteinander zu
multiplizieren und die Eintrdge des Produkts mit denen der Matrix C' zu vergleichen, ist
uns zu teuer (der schnellste bekannte deterministische Algorithmus zur Multiplikation zweier
n x n Matrizen hat Laufzeit O(n?376)). Eine alternative Losung bietet die folgende auf
Freivalds [8] zuriickgehende Technik.

Probabilistischer Test der Gleichheit von Matrizen
Eingabe: Drei n x n Matrizen A, B und C

1) Wahle rein zuféllig einen Vektor R aus S", S C IF endlich.
2) Berechne die Vektoren X = BR, ¥ = AX und Z = CR.

3) Ist Y # Z, dann verkiinde “AB # C”. Falls Y = Z, dann vermute “AB = C”.

Zur Berechnung von X,Y und Z werden jeweils O(n?) Schritte benédtigt. Die Ausgabe
“AB # (C” ist definitiv richtig. Das Urteil “AB = C” ist moglicherweise falsch, der
nachfolgende Satz besagt aber, dass die Wahrscheinlichkeit hierfiir gering ist.

Satz 5.1 A, B und C seien n x n Matrizen iber F mit AB # C und R ein rein zufilliger
Vektor aus S™, S C F endlich. Dann gilt

P{ABR = CR} < ‘81’

Beweis. Die Matrix D = AB — C ist nach Voraussetzung ungleich der Nullmatrix. Also
existiert ein d;; # 0. Falls DR = 0, dann gilt insbesondere Z?Zl di; R; =0, also

>k dij R

R, — —
g dig,

(5.1)
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Da die Komponenten R;,1 < j < n unabhingige uniform auf S verteilte Zufallsvariablen
sind, hat das Ereignis (5.1) hochstens Wahrscheinlichkeit 1/|S| (man bedinge auf beliebige
Werte der Rj, j # k).

Bemerkung. Man beachte, dass durch unabhéngiges k-maliges Ziehen eines uniformen
Vektors aus S™ die Wahrscheinlichkeit einer falschen Entscheidung auf |S|~* gedriickt werden
kann.

5.2 Das Testen der Gleichheit von Strings

Zwei Personen A und B an den Enden eines Nachrichtenkanals mochten zwei Strings (0-1 Fol-
gen) der Lange n auf ihre Gleichheit tiberpriifen. Die Ubertragung entlang des Kanals ist
zuverlissig, aber kostspielig. Die Moglichkeit, dass Person A den String a = a;---a, an
Person B schickt und diese ihn dann auf Gleichheit mit b = by - - - b,, liberpriift, ist den beiden
zu teuer. Das folgende randomisierte Verfahren reduziert die Ubertragungskosten erheblich
und féllt dennoch mit hoher Wahrscheinlichkeit das richtige Urteil.

Wir identifizieren die Strings a und b mit den Zahlen 377, a;2"~7 und > i1 b; 277, Mit
F,, bezeichnen wir die Funktion Fj,(z) = x mod p (hier und im Folgenden bezeichnet p stets
eine Primzahl).

Randomisiertes Protokoll zum Testen der Gleichheit von Strings
1) Person A wahlt rein zufillig eine Primzahl X < k und berechnet Fx(a).
2) Person A schickt X und F'x(a) an Person B.
3) Person B berechnet Fx(b) und vergleicht es mit F'x(a).

4) Ist Fx(a) # Fx(b), dann verkiindet B, dass “a # b”. Falls hingegen Fx(a) = Fx(b),
dann entscheidet sich B fiir die Meldung “a = b”.

Stimmen die Strings a und b iiberein, dann ist die Meldung von Person B in jedem Fall
korrekt. Die Wahrscheinlichkeit, dass B auf Grund des Indizes Fx(a) = Fx(b) eine falsche
Entscheidung trifft, ist dagegen gering:

Satz 5.2 Seien a,b < 2™ mit a # b, und sei X eine rein zufillige Primzahl < k, dann gilt

P{Fy(a) = Fx(b)} < "ao8"

Klogn (log2 + o(1)) fir min(n,k) — oo. (5.2)

Wahlt man k = ¢n fiir ein ¢ > 1, dann ist asymptotische obere Schranke in (5.2) gleich
(log?2)/c. Bei der Wahl k = n'*® fiir ein @ > 0 erhilt man gar eine obere Schranke der
Ordnung n~%. In beiden Féllen ist die Anzahl der zu iibertragenden Bits lediglich von der
Ordnung logn.
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Beweis von Satz 5.2. Fixiere a,b < 2™ mit a # b. Falls F,(a) = F,(b), dann ist p Teiler von
la —b|]. Da |a —b| < 2™, folgt

max;<j<an g(j)

P{Fx(a) = Fx(n)} < Wit

(5.3)

wobei ¢(j) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von j ist, und m(k) die Anzahl
der Primzahlen < k. Die Dichte der Primzahlen wird durch den beriihmten Primzahlsatz
beschrieben (siehe etwa [3]). Dieser besagt, dass

(k) fiir k£ — oo. (5.4)

- log k
Eine obere Schranke fiir maxj<;<on g(j) erhélt man aus der Beobachtung, dass j > m/!, falls
g(j) > m. Insbesondere gilt also (max;<;<on g(j))! < 2". Mit Hilfe der Stirlingschen Formel
erhalt man
n
1) < log2
12}%}5"9(‘7) = 08 ogn

Die Behauptung von Satz 5.2 folgt nunmehr aus (5.3), (5.4) und (5.5).

(1+ o(1)). (5.5)

Bemerkung. Die in diesem und dem vorigen Abschnitt vorgestellten Techniken sind in
gewissem Sinn dual. Bei der Technik von Freivalds wahlt man die Stelle, an der die Matrix
iber dem fixierten Korper F ausgewertet wird, zufallig. Beim probabilistischen Test der
Gleichheit von Strings wertet man hingegen an einer festen Stelle aus, randomisiert dafiir
aber den Korper Z,.

5.3 Textsuche

Die Suche nach einem Ausdruck in einem Text ist ein klassisches Problem der Infor-
matik (“Find/Change”). Gegeben seien ein langer und ein kiirzerer String, y = y1--yn
und z = z1---zm, m < n. Die Aufgabe ist die Bestimmung aller Positionen, an de-
nen der Ausdruck z im Text y vorkommt. Eine mogliche, aber teure Losung ist, alle
YD =i yirm_1, 1 <i <n—m+1 Bit fiir Bit mit z zu vergleichen (Laufzeit O(mn)). Der
folgende zuféllige Algorithmus von Karp und Rabin [15] basiert auf dieser plumpen Methode.
Anstatt aber die y(¥ mit z bitweise zu vergleichen, {iberpriift man, ob die Fingerabdriicke
Fx(y%) und Fx(z) iibereinstimmen, wobei X wiederum eine aus einem geeigneten Bereich
zufillig gewahlte Primzahl ist.

Randomisiertes Suchen eines Ausdrucks in einem Text
Eingabe: Zwei Strings y =y1- - yn und 2 = 21+ 2y, m < n.
1) Wahle eine rein zuféllige Primzahl X < k und berechne Fx(z).
2) Firi=1,...,n—m+1
— Berechne Fx(y") und vergleiche es mit Fx (z).
— Falls Fx(y%) = Fx(z), dann melde “z findet sich an Stelle i in y”.
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Ein wesentlicher Aspekt dieses Verfahrens ist die Tatsache, dass die Fingerabdriicke induktiv
sehr einfach zu berechnen sind. Wenn wir ¥ mit ZTzl yi+j_12m’j identifizieren, dann gilt

YD = 2 (y& — gy om=1y 4y,

also
Fp(y"™) = (2F,(y™) — 2™y; + yitm) mod p.

Bei der sukzessiven Berechnung der Fingerabdriicke muss man also fiir jeden Update nur eine
feste Anzahl arithmetischer Operationen durchfithren. Auch die Wahrscheinlichkeit, dass der
Algorithmus filschlicherweise eine Ubereinstimmung meldet, ist bei geeigneter Wahl von k
gering.

Satz 5.3 Fir k = mn't®, o > 0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der randomisierte Algo-

rithmus eine nicht vorhandene Ubereinstimmung meldet, héchstens von der Ordnung n=°.

Beweis. Der Algorithmus meldet eine nicht vorhandene Ubereinstimmung, falls ein 7 existiert,
so dass Fx(y®) = Fx(z), obwohl y(?) # z. Eine falsche Ausgabe erfolgt also nur dann, wenn
die zufillige Primzahl X Teiler von [[ ), [z — y®| ist. Da dieses Produkt durch 27"
beschrankt ist, folgt die Behauptung von Satz 5.3 unmittelbar aus den Asymptotiken (5.4)
und (5.5).

Bemerkung. Man kann den Algorithmus leicht in einen Las-Vegas-Algorithmus verwan-
deln, indem man bei einer durch die Fingerabdriicke indizierten potenziellen Ubereinstimmung
an der Stelle i, den Ausdruck y® Bit fiir Bit mit z vergleicht. Die erwartete Laufzeit
dieses Las-Vegas-Algorithmus ist O(n + ¢m), wobei ¢ die Anzahl der tatséchlichen
Ubereinstimmungen bezeichnet.
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II Die Markovketten-Monte-
Carlo-Methode

Wir wollen aus einer Menge S eine Stichprobe X mit Verteilung 7 ziehen. Dabei sei die
Verteilung 7 nur bis auf die Normierungskonstante bekannt (man denke etwa an die uni-
forme Verteilung auf einer grofien Menge unbekannter Kardinalitdt). Als Markovketten-
Monte-Carlo-Methode (MCMC-Methode) bezeichnet man die folgende Vorgehensweise: Man
konstruiert eine ergodische Markovkette auf S mit stationérer Verteilung 7. Um einen (ap-
proximativ) nach 7 verteilten Wert zu generieren, lasst man die Markovkette dann so lange
laufen bis die Verteilung des Zustands geniigend nah an der Gleichgewichtsverteilung 7 ist.
Zwei Fragen stellen sich dabei: Wie konstruiert man eine solche Markovkette und wie lange
ist lang genug ?

Wir erinnern zunéchst an einige Grundbegriffe aus der Theorie der Markovketten.
Sei (Xj)k>0 eine Markovkette mit abzdhlbarem Zustandsraum S und stochastischer
Ubergangsmatrix P = (Pry)zyes, d.h.

P{Xkt1 = 2ps1| Xo=20,..., Xp = 21} = Pryoy s
fir alle k € Ny und o, ..., 2511 € S. Die Markovkette (Xj)r>0 heifit irreduzibel, falls
Vz,ye S dm e No: Py >0

und aperiodisch, falls
g9T {m: P, >0} =1 fiir alle x € S.

Man nennt eine Markovkette ergodisch, falls sie irreduzibel und aperiodisch ist, wenn also
Vr,y,2 € S 3m € No: P > 0, P} > 0.

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl 7 auf S heif3t stationdre Verteilung oder Gleichgewichtsverteilung
der Markovkette (Xj)x>0, falls

m(x) = Zﬂ(y)Pyz fiir alle x € S.
yeS

Startet die Kette mit einer stationdren Anfangsverteilung =, dann ist auch X7 (und jedes an-
dere X;) nach 7 verteilt. Jede Markovkette mit endlichem Zustandsraum besitzt (mindestens)
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eine stationére Verteilung. Ist die Kette irreduzibel, dann ist die Gleichgewichtsverteilung ein-
deutig. Erfiillt die Markovkette (Xj)r>o die lokale Gleichgewichtsbedingung

w(x)Pyy = m(y)Py, fiir alle z,y € S, (A.1)

dann nennt man (Xp,)x>o reversibel bzgl. w. Insbesondere ist dann 7 eine stationére Verteilung
der Markovkette (Xj)g>0. Die MCMC-Methode basiert auf dem folgenden Grenzwertsatz
(siche etwa Theorem 1.8.3 in [21]).

Satz Sei (Xi)r>0 eine ergodische Markovkette mit stationdrer Verteilung m, dann gilt
klim P{X, =y| Xo =2} =7(y) fur alle z,y € S.
—00

Eine ergodische Markovkette konvergiert also unabhéngig von der Startverteilung £(Xy) in
ihr (eindeutiges) Gleichgewicht.

6 Klassische Markovketten-Monte-Carlo-Verfahren

6.1 Der Metropolis-Algorithmus

Wie konstruiert man zu einer gegebenen Verteilung 7w auf einem endlichen Raum & eine
Markovkette, die 7 als stationdre Verteilung besitzt? Der Metropolis-Algorithmus (oder
auch Metropolis-Hastings-Algorithmus [11, 18]) ist eine Anleitung zum Entwurf einer solchen
Markovkette. Dabei wéhlt man zunéchst eine beliebige irreduzible “Referenzkette” auf S
mit Ubergangsmatrix (Quy)zyes- Die Ubergangswahrscheinlichkeiten @2y werden nun so
umgewichtet, dass man eine Markovkette mit 7 als stationdrer Verteilung erhalt. Fir
x # y € § verkleinert man Qg zu Py = auyQuy derart, dass die Markovkette mit der
Ubergangsmatrix P die lokale Gleichgewichtsbedingung (A.1) erfiillt. Mit dem Ansatz

7(2) Py = min (m(2)Qay, 7(y) Qye)

erhalt man

min<17 F(y)Qym> Qzy, falls x #y;
P, = (%) Quy (6.1)
1-— Z#x P, falls z = y.

Nach Konstruktion erfiillt P offenbar die lokale Gleichgewichtsbedingung (A.1), insbeson-
dere ist 7 die stationare Verteilung der zugehorigen Markovkette. Man kann einen fjbergang
der P-Kette als zweistufiges Zufallsexperiment auffassen: Die Referenzkette schlagt zunéachst
mit Wahrscheinlichkeit @, einen Ubergang vom aktuellen Zustand z nach y vor. An-
schlieflend wirft man eine Miinze mit Erfolgswahrscheinlichkeit c,,. Bei Erfolg wird der
von der Referenzkette vorgeschlagene Ubergang nach y akzeptiert, ansonsten verharrt man
im momentanen Zustand x. Ist die Referenzkette symmetrisch, d.h. gilt Qg = Qy, fir alle

azy = min (1, 70, o 2,

@ J. Geiger, Algorithmen und Zufall
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Ein vorgeschlagener Ubergang zu einem Zustand mit héherem Gewicht wird also stets akzep-
tiert.

Ein wesentlicher Aspekt des Metropolis-Algorithmus ist die Tatsache, dass man zur Kon-
struktion von P nur die Quotienten 7(y)/m(x) fir z # y € S mit Qg > 0 kennen muss. Die
Ergodizitdt von P ist von Fall zu Fall kldren. Dabei ist die Aperiodizitat unproblematisch,
sie lasst sich gegebenenfalls leicht einrichten. Die Irreduzibilitat von P kann man in der Regel
auf jene von @) zuriickspielen.

Auch wenn man die Referenzkette @ grundsétzlich frei wéhlen kann, wird man mit Blick
auf die Implementierung in der Praxis Dynamiken mit lokalen Ubergiingen bevorzugen.

Beispiel: Das Simulieren bedingter Verteilungen. Seien X;, 1 < i < n unabhéangig
identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in Ny und Verteilung (p)zen,. Wir wollen die
bedingte Verteilung von (X1i,...,X,) gegeben das Ereignis X; + --- + X,, = m, m € Ny
simulieren. Der Zustandsraum ist in diesem Fall

S:{x:(xl,...,xn)ENgz ixzzm}
i=1

und die zu simulierende Verteilung ist

77(1‘) = Cmn Pz, " Pzps T € S,

wobei ¢}, = P{X; +---+ X, = m} = > yes Pyi* Py, Die Normierungskonstante cp, y,
ist nur in wenigen Féllen berechenbar (wenn die X; Poisson oder geometrisch verteilte Zu-
fallsvariablen sind).

Zur Konstruktion der Referenzkette wéhlen wir zunéchst rein zuféllig ein Paar (I,.J)
zweier verschiedener Komponenten aus {1,...,n}. Ist (I,J) = (¢,j) und = der gegenwértige
Zustand, dann wird anschlieflend eine rein zufélliges U aus {0, ..., 2z;4+;} gewéhlt. Ist U = u,
dann wird z; durch u, und x; durch z; + x; — u ersetzt. Als Ubergangswahrscheinlichkeiten
erhalten wir

-1
1
(Z) Ti+a+ 1 falls z; # yi, x; # y; und xp = y; fiir alle k ¢ {i,j};
Quy = 0, falls [{i : z; # yi}| > 3;
1-— Zz#w szv falls 2 = Y-

Die Referenzkette ist offensichtlich symmetrisch, aperiodisch und irreduzibel. Der zugehorige
Metropolis-Algorithmus akzeptiert einen vorgeschlagenen Ubergang von # nach y mit
Wahrscheinlichkeit 1, falls 7(y) > m(x), bzw. mit Wahrscheinlichkeit

() _ Puby
T(T)  PwiPa

falls m(y) < m(z). Eine hinreichende Bedingung fiir die Irreduzibilitit des Metropolis-

Algorithmus ist

{r €N:p, >0} ={1,---,k} fiir ein k € NU {oo}.
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6.2 Der Gibbs-Sampler

Wie der Metropolis-Algorithmus ist auch der Gibbs-Sampler oder heat bath algo-
rithm (siehe [9]) eine Anleitung zur Konstruktion einer Markovkette mit gegebener stationérer
Verteilung 7. Allerdings bedarf es dazu einer gewissen Struktur des Zustandsraums S. Wie
im vorangegangenen Beispiel bestehe ein Zustand x € S aus vielen Komponenten. Der Gibbs-
Sampler passt dann den Zustand lokal an die stationére Verteilung 7 an. Ist = (z1,...,2y)
der aktuelle Zustand, dann verfahrt man wie folgt.

1) Wiéhle eine zufillige Komponente I geméaf einer Verteilung g = (¢i)1<i<n.
2) Ist I =i, dann ersetze die i-te Komponente x; mit Wahrscheinlichkeit

7T($1, ey Li—1,Yiy Lj4-1 -+ - - ,xn)
71'(.%'_1‘)

riﬂ—i,yi = ’
durch y; (dabei ist —; = {(y1,...,yn): y; = x; fiir alle j # i}). Die anderen Kompo-
nenten bleiben unverandert.

Bedingt auf I = i hat der neue Zustand die Verteilung £(X | X € z_;), wobei X eine
Zufallsvariable mit Verteilung 7 bezeichnet. Man beachte, dass auch beim Gibbs-Sampler
die Verteilung 7 nur bis auf die Normierungskonstante bekannt zu sein braucht. (In einem
etwas allgemeineren Rahmen lassen sich der Gibbs-Sampler und der Metropolis-Algorithmus
als Spezialfille ein und desselben Verfahren auffassen, vgl. [10].) Fir Zustédnde z # y, die sich
nur in der i-ten Komponente unterscheiden, gilt

7(x)

70 Py = 7(0) s T = 7y s = 7).

Auch der Gibbs-Sampler erfiillt also die lokale Bilanzgleichung. Die Irreduzibilitdt des Gibbs-
Samplers ist wiederum von Fall zu Fall zu kléren. Fiir das Simulieren bedingter Verteilungen
etwa ist er offensichtlich nicht geeignet.

Beispiel: Das Ising-Modell. Sei D C Z¢ ein endliches Gebiet und
S={-1,+1}".

Jeder Gitterpunkt in D enthalt also einen “Spin” +1. Einer Spinkonfiguration = (z;);ep € S

H(m) = — Z Uz’jxixj — ble

i,jED i€eD

wird die Energie

zugeordnet. Dabei beschreibt (v;;) die Interaktion zwischen den Gitterpunkten und b die
Wirkung eines externen Feldes. Als Gibbsverteilung bezeichnet man das Wahrscheinlichkeits-

malf

m(x) = %exp(—ﬁH(x)), x€eS.
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Der Parameter [ ist die inverse Temperatur, die Normierungskonstante Z = Z(b,3) be-
zeichnet man auch als Zustandssumme. Befindet sich das System im thermodynamischen
Gleichgewicht, dann ist 7(z) die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand z. Bei niedrigen Tem-
peraturen befindet sich das System mit hoher Wahrscheinlichkeit in Zustdnden mit geringer
Energie. Bei steigender Temperatur nimmt die Unordnung des Systems zu, im Extremfall
8 = 0 ist m die Gleichverteilung auf S. Die Zustandssumme Z ist nur in den Dimensionen
d = 1 und 2 exakt bestimmbar, im Allgemeinen aber unzugénglich. In der Funktion Z(b, 3)
ist die physikalisch relevante Information enthalten, wie etwa die mittlere Energie

_ OlogZ
op

Y H(z)w(z) =

€S

oder die mittlere Magnetisierung

3 (Z:c,-)w(m) - 2 olosZ.

zeS “ieD

Wahlt man beim zugehorigen Gibbs-Sampler als g die Gleichverteilung auf D, dann ergeben
sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten

1 1

Fry = D] T+ exp(B(H(y) — H (@)’

fiir x # y mit y_; = x_; fiir ein ¢ € D. Zum Vergleich: Beim Metropolis-Algorithmus mit der
“Nichste-Nachbarn-Trrfahrt” auf {—1,+1} als Referenzkette erhilt man

.
Py = 157 win (1, exp(=A(H(y) ~ ().
Die Ungleichung 2/(1+z) < min(1, ) fiir 2 € R] zeigt, dass der Metropolis-Algorithmus hier
(geringfiigig) mobiler als der Gibbs-Sampler ist.

Man beachte, dass sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten effizient berechnen lassen: Fiir
z,y €S mit x_; = y_; gilt

H(z)— H(y) = +2 (Z(viﬁuﬁ)mj + b>. (6.2)

J#i
Beide Markovketten sind offensichtlich ergodisch, versagen aber auf Grund ihrer lokalen
Natur im interessanten Temperaturbereich, in dem Phaseniibergidnge stattfinden. Ein Ver-

fahren, dass auch globale Anderungen der Spinkonfigurationen zuldsst, ist der Swendsen-
Wang-Algorithmus (siehe [30]).
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7 Exaktes Simulieren von Verteilungen

Eine zentrales Problem bei der Markovketten-Monte-Carlo-Methode ist die Frage, wie viele
Schritte man die Markovkette laufen lassen muss, bis die stationédre Verteilung “hinreichend
gut” approximiert ist. Im Allgemeinen ldsst sich durch blofles Hinschauen nicht entscheiden,
ob sich das System nahezu im Gleichgewicht befindet. Wir werden spéter Methoden zur Ab-
schatzung der notwendigen Laufzeit am Rande des Kapitels 8 behandeln. In diesem Kapitel
beschéftigen wir uns mit in jiingerer Zeit entwickelten Methoden, die es erlauben, eine Stich-
probe zu generieren, die nicht nur approximativ sondern exakt die vorgegebene Verteilung
besitzt.

In den folgenden Abschnitten bezeichnet (Xj)i>o stets eine ergodische Markovkette mit
endlichem Zustandsraum S, U'bergangsmatrix P = (P,y) und stationérer Verteilung =.

7.1 Das Verfahren von Propp und Wilson

Das Konzept, das dem Verfahren “coupling from the past” (“Koppeln aus der Vergangenheit”)
von Propp und Wilson [22] zu Grunde liegt, ist das folgende: Man konstruiere eine Folge von
Zufallsvariablen (Y%)r>0 mit der Eigenschaft

1) Vi £ X, fiir alle k € No.
2) Yy L% va fiir k — oo

Offenbar gilt dann Y, 4 . Konvergenz einer Folge auf dem endlichen Raum S bedeutet,
dass die Folgenglieder letztendlich konstant sind, d.h.

Vi I3 Ve e K= inf{k > 0:Y; = Yiu, fiiralle j > 0} 2 oo,

Wegen Y L Y, folgt Yi 2 & Wenn es also gelingt, auf Grund der Beobachtung von
Yo, ..., Yy festzustellen, ob k£ > K, dann kann man auf diese Weise eine exakt nach 7 verteilte
Stichprobe generieren.

Seien Fj, k > 1 unabhéngige und identisch verteilte zuféllige Abbildungen von S nach S
mit
P{Fi(z) =y} = Ppy fiir alle z,y € S. (7.1)
Man beachte, dass durch (7.1) die Verteilung von Fj, also die Wahrscheinlichkeiten
P{Fi(z;) =y, 1 <i<r}, reN, zj,y, €S (7.2)
noch nicht festgelegt sind. Setze Gg := Ids und
Gk = FkO”-OFl = FkOGk_l, kZ 1.

Fiir beliebiges z € S ist dann (G (z))r>0 eine in z startende Markovkette mit Ubergangs-
matrix P. Anstelle der GGj, betrachten wir nun die zufélligen Abbildungen Hy := Ids und

Hp .= Fio---0oF, = H._10Fy, k> 1. (7.3)
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Abb. 7.1: In dieser Realisierung der Fy ist T = 4, R; = {x1,x3,24}, Re = R3 = {x3,24} und
R4 = {LL‘4}

Fir z € S ist die Folge (Hg(x))r>0 in aller Regel keine Markovkette. Da die zufélligen
Abbildungen Fj aber unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt

Hi(x) < Gr(x) fir alle z € S und k € Ny. (7.4)

Bezeichnet Ry := Hy(S) das Bild der zufilligen Abbildung Hj, dann gilt nach Konstruktion
der Hy, in (7.3)
R, C Rj_1, k> 1.

Der Limes
= i =
R Jim Ry ﬂ Ry

— 00
k>1

ist also wohl definiert. Insbesondere gilt, dass wenn Hj eine konstante Abbildung ist, dann
sind dies auch Hy, ¢ > k. Als (Rickwdrt)-Kopplungszeit T bezeichnet man die zufillige Grofie

T :=min{k > 0: |R;| = 1}.
Satz 7.1 Gilt T' < oo f.s., dann folgt Ry <

Beweis. Sei x € §. Fiir k > T gilt Hi(z) = Rp. Wegen T < oo f.s. folgt

Hy(x) Ls Ry fiir k — oo.

Andererseits gilt nach (7.4) und der Ergodizitit von P

Hy(zx) g Gr(z) < x fiir k — oo.
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Bemerkungen.

e Die Verteilung von T (insbesondere, ob T' < oo f.s.) héngt von der Verteilung (7.2) der

Fy ab.

e Es ist von entscheidender Bedeutung aus der Vergangenheit zu koppeln: Sei 7" die

Vorwartskopplungszeit,

T := min{k > 0: |Gx(S)| = 1}.

Zwar gilt T < (Ubung!), im Allgemeinen ist G7+(S) aber nicht nach 7 verteilt. Man
mache sich das an einem Beispiel klar, bei dem es Zustadnde mit einem eindeutigen

Vorgénger gibt, also y € S mit |{z € S: Py, > 0}] = 1.

Unser erstes Resultat beziiglich der Verteilung der Kopplungszeit T besagt, dass die Funk-
tion P{T" > -} submultiplikativ ist. Die Verteilung von T hat also einen exponentiell abfal-

lenden Schwanz (es sei denn, es gilt 7' = oo f.s.).
Lemma 7.2 Fir alle m,n € Ny gilt
P{T >m+n} < P{T > m}P{T > n}.

Beweis. Setze
Fiy10...0F, falls 0 <k </,

H} =
Idg, falls 0 < k = ¢;
und beachte, dass
HY o H, = Hpyyn und H? < H,.

Es folgt
P{T >m+n} = P{|Hntn(S)|>1}
P Hp 0 Hyyy o (S)] > 1}

IN

P{T > m} P{T > n}.

Der unabhangige Fall. Wir betrachten nun zunéchst den Fall, dass

P{F\ () =y, 1 <i <7} = [[P{F1(2i) = i}

i=1

P{Hm(S)| > 1, [Hp i (S)] > 1}

(7.5)

(7.6)

fiir paarweise verschiedene z;. Auf Grund der Ergodizitdt von P existiert zu jedem z € S

ein ko, so dass P¥0 > 0 fiir alle # € S. Es folgt

P{T < ko) = P{T' <o} = B{|Gy,(S)| =1}

> P{Gk,(x) = {z} fiir alle v € S} > [[P{Gr,(x) =2} = [] P >0.

€S
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Beziiglich der zweiten Ungleichung beachte man, dass verschmelzende Markovketten eher in
ein und demselben Zustand landen als unabhéngige Markovketten. Mit (7.5) folgt

P{T < jko} > 1 —-P{T >ko}) — 1 fiir j — oo.

Im unabhéngigen Fall gilt also T' < oo f.s. Allerdings ist das Verfahren in diesem Fall hochst
ineffizient. Zum einen kann 7' extrem grofle Werte annehmen, zum anderen muss jeweils die
gesamte Liste Hyp(z), © € S abgespeichert werden und auch der Aufwand fiir eine Aktual-
isierung betragt O(|S]).

Monotones Monte-Carlo. Wir betrachten nun den Fall, dass die Menge & mit einer
Halbordnung versehen ist. Zudem nehmen wir an, dass ein kleinstes Element 0 und ein
groBtes Element 1 existieren, d.h. 0 < 2 < 1 fiir alle z € S. Eine Markovkette (Xk)Ek>0 mit
Ubergangsmatrix P auf S heift monoton, falls

r<y = P(z,-) <X P(y,-). (7.7)

Dabei heifit ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf dem halbgeordneten Raum S stochastisch
kleiner als das Wahrscheinlichkeitsmafl v (“u < v”), falls u(I) > v(I) fir alle Mengen I C S
mit der Eigenschaft z € I, 2/ <z =2 € I.

Wir nehmen weiter an, dass die zufélligen Abbildungen F}, von der folgenden Gestalt sind,

Fy=o(-,Up), k> 1. (7.8)

Dabei sind die U, £ > 1 unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten
in einer beliebigen (messbaren) Menge U/ und ¢ : S x U — S ist eine messbare (determi-
nistische) Funktion mit der Eigenschaft

r<y = o(x,u) < P(y,u) fur alle u € U.

Die monotone Ubergangsregel (7.8) erlaubt es, Ubergiinge von unterschiedlichen Zusténden
simultan so zu generieren, dass die Ordnung der Zusténde erhalten bleibt. (Die Existenz
einer monotonen Ubergangsregel ist eine geringfiigig stérkere Forderung als die Monotonie
der Markovkette. Ist S linear geordnet, dann sind die beiden Forderungen dquivalent.) Ins-
besondere gilt unter der Annahme (7.8), dass

T = min{k > 0: H,(0) = H(1)}.

Um den Wert von T zu bestimmen muss man also nur die Bilder der beiden extremalen
Elemente unter der Folge der zufélligen Abbildungen Hj, k > 1 betrachten.

Der Propp-Wilson-Algorithmus
Fir £k =1,2,4,8,... berechne

Hk((:]) = ¢(¢(... (30, Ur), Up—1), ..., U2),Un);
1

) = ¢(¢(¢<¢(17Uk)7Uk71>77U2)7U1)

Setze T :=min{k € {1,2,4,8,...}: Hi(0) = Hi(1)}.
Ausgabe: Hrp-(0).
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Wegen T > T folgt aus Satz 7.1, dass Hr~ (6) 2 1. Der Propp-Wilson-Algorithmus leistet
also das Gewtinschte.

Bemerkungen.

e Die Zahl der zu simulierenden Ubergénge ist durch
20 +24+4+ - +T7) < 4T < 8T

nach oben beschriankt. Anstelle der Listen Hy(z), z € S miissen lediglich die Werte
Uj, 1 < j <k abgespeichert werden.

e Es ist wesentlich, bei jedem Durchlauf der Schleife dieselben Realisierungen der Up
zu verwenden, um eine Verzerrung der Stichprobe zu vermeiden. Der Algorithmus
darf auch nicht einfach aus Ungeduld abgebrochen und neu gestartet werden, weil zwi-

schen 7™ und der Ausgabe Hrp+(0) eine Abhéngigkeit besteht.

Beispiel: Attraktive Spinsysteme. Im Ising-Modell (vgl. Abschnitt 6.2) besitzt die
Menge der Spinkonfigurationen eine natiirliche Halbordnung. Fiir z,y € S = {—1,+1}"
definiere

x <y <= x; <y; furalle i € D.
Die extremalen Elemente sind 0 = {—~1}” bzw. 1 = {+1}”. Fiir v € S seien 27,2 € S die
Spinkonfigurationen mit Komponenten

i [ H1/=1, falls j =i
(1‘+/_)] T {:(:j, sonst. (7.9)

Definiere ¢ : S x [0,1] x D — § durch

b(z,v,i) = { Tr Tllsvs 2o (7.10)

:ci_, sonst.

Ist Uy = (Vi, Ix), wobei Vi uniform verteilt ist auf [0,1] und I uniform in Sler Menge D,
unabhéngig von Vi, dann generieren die zufillige Abbildungen ¢( -, Uy) die Ubergénge des
Gibbs-Samplers. Die Funktion ¢ ist monoton, falls

L, )
m(z_;) baw. m(xt)

monoton wachsend ist in x. Solche Spinsysteme nennt man attraktiv. Beim Ising Modell mit
auf die niichsten Nachbarn beschrinkter Interaktion vi; = v 1¢;_;=1} ist (vgl. (6.2))

log 7% _ 28(b+20 Y wy).

7
=) jili=il=1

Zum Gibbs-Sampler existiert also eine monotone Ubergangsregel, falls v > 0 (ferromagne-
tischer Fall).
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Wir wollen nun die Laufzeit des Propp-Wilson-Algorithmus im monotonen Fall abschétzen
und erinnern zunidchst an die Definition des Totalvariationsabstands zweier Wahrschein-
lichkeitsmafie ;4 und v auf einem (abz&hlbaren) Raum S,

drv[p,v] = sup, lnW(B) —v(B)|. (7.11)

Das Supremum wird fiir die Menge B = {x € S: u(z) > v(z)} angenommen,

drvln ] = Y (ule) —v@) = 5 3 ule) vl (712)

€S €S

Fir m € Ny definieren wir nun

d(m) := sMulI/) drv[PA{Xm € - },BAXm € }]. (7.13)

Die GroBe d(m) misst, wie verschieden die Verteilung von X, in Abhéngigkeit von der An-
fangsverteilung sein kann. Nach Definition von d(m) und der Dreiecksungleichung gilt

sup dry (B X € - },7] < d(m) < 2supdry[Bu{ X € - }, 7).
® B

So wie die Folge P{T > n} ist auch d submultiplikativ:

Lemma 7.3 Fir alle m,n € Ny gilt
d(m +n) < d(m)d(n).
Beweis. Seien m,n € Ng und B C §. Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
P{Xmin € B} — BA{Xptn € B}

- ¥ (]P’M{Xm =z}~ B{X, = m}) (]P’x{Xn € B} ~minB,{X, € B})

zeB
< <m3§< B.(X, € B} ~ minB,{X, ¢ B}) 3 (]P’H{Xm =2} —P{ X = a:})+
zeB
< maxdry[Py{Xn €} PAXn € }] - dry[Bu{Xom € -} BA X € }]
< d(n)d(m). (7.14)

Da die rechte Seite von (7.14) weder von B noch von p oder v abhéngt, folgt die Behauptung
nach Definition des Totalvariationsabstands in (7.11).

Satz 7.4 Der Zustandsraum S sei halbgeordnet mit extremalen Elementen 0 bzw. 1 und es
existiere eine monotone Ubergangsregel (7.8). Dann gilt fir alle m € Ny,

dim) < P{T > m} < lpqasd(m), (7.15)
wobei lpq, die mazimale Lange einer Kette in S bezeichnet.
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Beweis. Sei {(x) die maximale Lénge einer Kette in S mit = als groftem Element. Fir z <y
ist £(y) — ¢(x) > 1. Folglich gilt

P{T >m} = P{Hn(0) < Hpn(1)}

= Bl @<t

< B [0(Hpn(1)) — €(Hm(0))]

- ZZ (IP’{H (1) = 2} — P{H,(0) = $}>
z€S

< Loar Y (P{H(D) = 2} = P{Hn(0) = x}>+

TES
= Emax dTV[Pj{Xm c - },Po{Xm € - }] < gmam d(m)

Zum Nachweis der anderen Ungleichung seien Z und Z’ nach p bzw. v verteilte Zufallsvari-
ablen, unabhéngig von den Fy, k > 1. Wegen {T' < m} C {H,(Z) = H,(Z)} gilt fiir
beliebiges z € S

| Pu{Xm =2} =BAXpm =2} = [P{Hn(Z) =2} - P{Hn(Z) = 2}
= |P{HW(Z) =2, T >m}—P{H,(Z) =2, T >m}
< P{Hn(Z)=2,T>m}+ P{H,(Z) =2, T >m}.
Summation iiber x € § ergibt
2dry [ Pu{Xm € - },PAXm € }] < 2P{T > m}.
Die Mischzeit Ty, einer Markovkette ist eine Kenngrofle, die beschreibt, wie schnell die

Kette gegen ihre Gleichgewichtsverteilung konvergiert. Es gibt verschiedene verwandte Defi-
nitionen dieses Begriffs, eine davon ist

Tmiz *= min{k > 0: d(k) < %}
Die Wahl des Schwellenwerts % ist dabei relativ willkiirlich, denn nach Lemma 7.3 gilt
d(j Tmiz) < d(Tmiz)? < 277 fiir j > 1. (7.16)

Der nachfolgende Satz gibt eine obere Schranke fiir die erwartete Kopplungszeit der Markov-
kette mittels ihrer Mischzeit.

Satz 7.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.4 gilt
ET < 27:(1 + [logs linaz])-

Beweis. Es gilt

0o oo m—1
= ZIP{T>n} ZZIP’{T>jm+2} < mZ]P’{T>Jm}
n=0 j=0 i=0 Jj=0
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fiir m € N. Mit Lemma 7.2 und Satz 7.4 folgt

m m

[o¢]
ET < m) P{T>m} =

< . 7.17
= 1-P{T >m} = 1—"Lnazd(m) ( )

Fiir m = Tz (1 + [logy limaz]) gilt nach (7.16)
d(m) < 9—(1+logy fmaz) _ 261 ) (7.18)

Aus (7.17) und (7.18) folgt
ET < 27miz(1 4+ [logy limaz |)-

Die Séatze 7.4 und 7.5 liefern brauchbare obere Schranken fiir die Kopplungszeit T, falls
lmaz Klein ist im Vergleich zu |S|. Beim Ising-Modell ist £y,q; = |D| = logy |S|. In solchen
Fallen sind rasch mischende Markovketten auch schnell koppelnd.

7.2 Der Algorithmus von Fill

Der Algorithmus von Fill [6] generiert wie der Propp-Wilson-Algorithmus eine exakt nach
einem vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsmafl m verteilte Stichprobe. Das Verfahren basiert
auf dem so genannten rejection sampling. Dabei generiert man einen nach 7 verteilten Wert
wie folgt: Sei v ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf S und ¢ eine Konstante > 1, so dass

m(x) < ev(z) fir alle x € S. (7.19)

1) Ziehe einen nach v verteilten Wert X.

m(x)
cv(x)
akzeptiere den vorgeschlagenen Wert x, ansonsten lehne ihn ab und gehe zuriick zu 1).

2) Ist X = z, dann werfe eine Miinze mit Erfolgswahrscheinlichkeit . Bei Erfolg

Die Korrektheit des Verfahrens ist leicht verifiziert: Es gilt

P{X =z, X wird akzeptiert} = v(x) TF((x)) = 7T($),
cv(z c

also
P{X wird akzeptiert} = ¢! und P{X = | X wird akzeptiert} = n(z), z € S.

Die Aufgabe besteht somit darin, ein Wahrscheinlichkeitsmal v und eine Konstante ¢
zu finden, so dass cv die (nicht vollstindig bekannte) Verteilung 7 majorisiert und ein
Miinzwurfexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit 7(z)/(cv(z)) durchgefithrt werden kann.

Wir betrachten wieder den Fall, dass der Zustandsraum S der Markovkette halbgeordnet
ist mit extremalen Elementen 0 und 1. Sei

]Bzy = @wa z,y €S (7.20)

m(x)
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die Ubergangsmatrix der zeitumgekehrten Kette. Aus (7.20) folgt unmittelbar, dass

ﬁgy _ ) Py, fiir alle z,y € S und k € Ny, (7.21)

m(x)

und dass 7 eine stationdre Verteilung von P ist. Ist die Markovkette mit Ubergangsmatrix P
ergodisch, dann ist es auch die zeitumgekehrte Kette.

Wir nehmen an, dass fiir die zeitumgekehrte (!) Markovkette eine monotone Ubergangs-
regel (¢, U) existiert (vgl. (7.8)). Wir kénnen also mittels der zufilligen Abbildungen

Gr=0(..0(-,U1),Us),....,Us), k>1 (7.22)

gekoppelte Vorwartspfade der P-Kette generieren, so dass die Halbordnung der Zustéande er-
halten bleibt.

Beim Algorithmus von Fill simuliert man nun zunéchst einen im Zustand 0 startenden
Pfad (Xj)o<j<k der P-Kette. Diesen Pfad fasst man dann als einen in X, startenden und
in 0 endenden Pfad (G;(X k))o<j<k der zeitumgekehrten P-Kette auf. In einer zweiten Phase

generiert man bedingt auf den in 0 endenden Pfad (CNJj(Xk))OSjSk den Pfad (éj(i))ogjgk‘
Verschmelzen die beiden Pfade der zeitumgekehrten Kette, dann wird der vorgeschlagene
Wert X}, akzeptiert, ansonsten wird er abgelehnt.

Der Algorithmus von Fill
Fir k =1,2,4,8... wiederhole unabhéngig die folgende Prozedur bis eine Ausgabe erfolgt.

1) Simuliere einen in 0 startenden Pfad (Xo,...,X;) der Markovkette mit Ubergangs-
matrix P.

2) Ist X; = z; fiir 0 < j < k, dann generiere einen in 1 startenden Pfad (f/j)ogjgk
entsprechend der folgenden Markovschen Dynamik (setze x := (z;)o<j<k),

Pl Y1 =y |V =y} = P{o(y, 1) = ¢/ | $(wx—j, U1) = wx—j 1}, .9/ €S. (7.23)
3) Ist ?k =0, dann gebe X, aus.
Satz 7.6 Der Algorithmus von Fill terminiert f.s. in endlicher Zeit und g¢ibt einen nach ©
verteilten Wert aus.
Beweis. Die Verteilung v des vorgeschlagenen Werts X hat Gewichte
vp(z) = By{ X =2} = Pé“x, z€eS.
Nach (7.21) gilt

7(0) Lk
(x) = =
k Ox
P
und mit der Monotonie der P-Kette folgt
0
m(x) < Zék)ng = ci(z), z €S.
i0
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Die Verteilung des vorgeschlagenen Werts erfiillt also die Bedingung (7.19) mit ¢, = 7r((3) / ﬁlko

Wir zeigen nun, dass bedingt auf das Ereignis { X} = =} Schritt 2) des Algorithmus einem
Miinzwurfexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit 7(x)/(cxvi(x)) entspricht. Nach (7.22)
und (7.23) gilt

L((Vidosjer) = LU(Gi(1))osjcr | Gjan) = wp—j, 0 < j < k) (7.24)
und aus (7.21) folgt
P{G(x1) = wx—j, 0 < j < k| Grlar) =0} = P{(X))ocj<k = x| Xi = a1} (7.25)
Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus (7.24) und (7.25)
P{Y; = 0| X} = 2}

= Y Po{ Vi =0} P{(X;)ocjck = x| Xp = x}

= D P{G(1)=0[Gjmr) =wp, 0<j <k}
o P{Gj(zx) = 2, 0 < j < k| Gr(zy) = 0}
= P{Gr(1) =0|Gi(z) = 0}. (7.26)

Angesichts der Monotonie der P-Kette erhiilt man aus (7.26) unter Beachtung von (7.21)

~ N ﬁAA ﬂ(x)ﬁ!ﬂ m(x
P{Y,=0|Xp=a} = =0 = —=—0 = @)
P m(0) Py crvg ()

Damit ist die Korrektheit des Verfahrens bewiesen. Begziglich des f.s. Terminierens des
Algorithmus von Fill beachte man, dass auf Grund der Ergodizitat von P

Pk
c,;l: 0 1 fiir k— oo.

7(0)

Die Konvergenz der Akzeptanzwahrscheinlichkeit gegen 1 impliziert insbesondere, dass die
Prozedur f.s. nur endlich oft wiederholt wird.

Bemerkungen.

e Im Gegensatz zum Propp-Wilson-Algorithmus kann der Algorithmus von Fill von einem
ungeduldigen Benutzer abgebrochen werden, ohne dass die Stichprobe verzerrt wird.

e Hinsichtlich der Laufzeit und des Speicherplatzbedarfs sind die Verfahren von Fill und
von Propp-Wilson in etwa vergleichbar (siehe die ausfiihrliche Diskussion in [6]).
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Aus den Rechnungen ist schwer ersichtlich, wieso sich beim in Schritt 2) durchgefiihrten
Experiment die gewiinschten Erfolgswahrscheinlichkeiten ergeben. Die folgende Diskussion
soll als Erklarung dienen: Y und Z seien unabhéngige Zufallsvariablen, und das Paar (Y, Z")
habe Verteilung

LY',Z'Y=L(Y,Z|Y € B),

insbesondere also 7/ % Z. Wie kann man die Verteilung £(Y’, Z') generieren? Eine Moglich-
keit besteht darin, so lange unabhéngige Kopien (Y;, Z;), i = 1,2,... von (Y, Z) zu generieren
bis das Ereignis {Y; € B} eintritt, d.h.

(Y", Z"):= (Yn,Zy) mit N :=min{i > 1:Y; € B}
hat die gewiinschte Verteilung. In der Situation des Algorithmus von Fill ist

~ ~ A d
Y = (Uj)lgjgka {Y € B} = {Gk(S) = {0}} und Z = .
Dabei beachte man, dass
{G(S) = {0}} € {G1(2) =0} und L(Z|Gr(2) = 0) = L(Xy).

In Schritt 1) wird also der Pfad (éj(Z))Ongk auf {Gy(Z) = 0} bedingt. Das erspart die
Simulation von Y;’s, die von vorneherein zum Misserfolg verdammt sind.
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8 Approximatives Zahlen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Problem des Abzéhlens der Elemente einer
Menge S,, von kombinatorischen Objekten. In seiner exakten Form ist dieses Problem in
der Regel unzuginglich, da N,, := |S,| typischerweise exponentiell gro8 ist in n. Man ist
daher an effizienten Algorithmen interessiert, die mit einer geringen Fehlerwahrscheinlichkeit
eine approximative Losung des Problems liefern. Gesucht sind zuféllige Algorithmen, die zu
gegebenem ¢, > 0 einen (zufélligen) Wert Ny liefern, so dass

P{(l +e)IN, <N, < (1 +5)Nn} >1-4. (8.1)

In der Sprache der Statistik ist das Intervall [(1+ &) LN, (1 + €)N,] ein Konfidenzbereich
fiir die unbekannte Grofie NV, zum Sicherheitsniveau 1 — §. Ist die Laufzeit zur Bestimmung
des Punktschétzers ]Vn polynomial beschrinkt in n, e~! und logé~!, dann nennt man das
Verfahren ein fully polynomial randomized approzimation scheme (FPRAS). Ein Verfahren,
das bei polynomialer Laufzeit in n und e~! die Forderung (8.1) fiir ein § < 3 erfiillt, lisst
sich stets zu einem FPRAS modifizieren: Nimmt man den Median von m unabhéngigen
Kopien Nn 4, 1 <i<mvon N als Schéatzer fiir V,,, dann fallt die Irrtumswahrscheinlichkeit
exponentiell in m (vgl. das Argument zu (1.3)).

Das Problem des approximativen Zihlens ist eng verbunden mit dem des Generierens
einer rein zufélligen Stichprobe aus S,. Oft ist es relativ einfach, mit Hilfe einer nahezu
uniform verteilten Stichprobe die approximative Kardinalitdt der Menge zu bestimmen (dann,
wenn die kombinatorischen Strukturen “selbst-reduzibel” sind). Da |S,| exponentiell grof ist,
kann die Markovketten-Monte-Carlo-Methode aber nur effizient sein, wenn die Anzahl der zu
simulierenden Schritte der Markovkette sehr viel kleiner ist als |S,,|. Man muss also versuchen,
Markovketten zu entwerfen, die bereits nach Auskundschaften eines nur winzigen Bruchteils
des Zustandsraums sich nahezu im (uniformen) Gleichgewicht befinden. Markovketten mit
dieser Eigenschaft nennt man rasch mischend.

8.1 Ein Rucksackproblem

Zur Illustration der Ideen (und der méglichen Schwierigkeiten) beim approximativen Zahlen
mittels der Markovketten-Monte-Carlo-Methode betrachten wir das folgende Problem.
Gegeben sei ein Vektor a = (ai,...,a,) € N” und eine natiirliche Zahl b. Gesucht ist die
Anzahl N,, = N(a,b) der Elemente z = (z1,...,2,) € {0,1}" mit

=Y am; <b. (8.2)
=1

Denken wir uns a; als die Grofle des i-ten von n von Gegenstdnden, dann ist IV, die Anzahl
der Moglichkeiten, einen Rucksack der Kapazitit b zu packen. (Unter dem Rucksackproblem
versteht man das folgende Optimierungsproblem: Man maximiere (v, ) unter der Nebenbe-
dingung (8.2), wobei v; der “Wert” des i-ten Gegenstands ist.) Ein klassischer Monte-Carlo-
Zugang zur Losung unseres Rucksackproblems ware, unabhéngige Vektoren Y;, 1 < 7 < m
rein zufillig aus {0,1}" zu ziehen und N,, durch

~ v <b

P Y (CAVED

)

m

@ J. Geiger, Algorithmen und Zufall



52

zu schitzen. Das starke Gesetz der grofien Zahlen besagt, dass vam it N, fir m — oo.

Man braucht also m nur grofl genug zu wéahlen, um N, beliebig gut zu approximieren. In
der Praxis scheitert dieses Verfahren jedoch klaglich, zumindest dann, wenn N, << 2". Ist
beispielsweise a = (1,...,1) und b = n/3, dann ist der Schétzer ]\anm fiir polynomiales
m = m,, mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit 0, und dass, obwohl N (a, b) exponentiell grof} ist
in n.

Wir beschreiben nun eine Losung dieses Rucksackproblems mittels der Markovketten-
Monte-Carlo-Methode. Sei dazu (Xj)r>o die Markovkette mit Zustandsraum S, := {z €
{0,1}": (a,z) < b} und der folgenden Ubergangsdynamik. Wir werfen zuniichst eine faire
Miinze. Zeigt die Miinze Kopf, dann verharren wir im gegenwértigen Zustand. Bei Zahl
flippen wir eine rein zufillige Komponente, allerdings nur, falls der resultierende 01-Vektor
wieder ein Element in S, ist. Die zugehérigen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

(2n)~ 4 falls |z — y| = 1;
P T falls [z —y| > 1; 2,y €S, (8.3)

Die Markovkette (Xj)g>o vollfithrt also eine Art Irrfahrt auf dem durch die Hyperebene
{zr € {0,1}" : (a,z) = b} beschnittenen n-dimensionalen Wiirfel. Die Moglichkeit, in
einem Zustand verweilen zu koénnen, sorgt dafiir, dass die Markovkette aperiodisch ist.
Zudem ist (Xj)r>o irreduzibel, denn jedes Paar von Zustédnden kann iiber den Zustand
0 := (0,...,0) miteinander kommunizieren. Die Kette ist also ergodisch. Auf Grund der
Symmetrie von P ist die Gleichverteilung die stationére Verteilung von (Xj)r>0. Um also ein
nahezu uniform verteiltes Element aus S, zu generieren, mauss man die Kette nur “ausrei-
chend lang” laufen lassen.

Unsere eigentliche Aufgabe war jedoch die Bestimmung der Kardinalitdt der
Losungsmenge S,,. Hierbei hilft ein Schachtelungsprinzip, das man so oder in dhnlicher Weise
haufig anwenden kann. Wir fixieren den Vektor a, variieren aber die Kapazitat b. Setze by := 0
und

b = min(ia(j), b), 1<i<n,
j=1

wobei a(jy das j-kleinste der a1,...,a, bezeichnet. Sei S,;:= {z € {0,1}": (a,7) < b;} die
Loésungsmenge des zu a und b; gehérenden Rucksackproblems. Dann gilt S, o = {0},

Sn,i—l - Sn,i; 1<e<n

und S, ,, = Sp,. Wir schreiben nun N, als

- |Sn.il
N, = —.
g |Sn.i—1]

Ist z € S,,;\{0}, dann erhélt man durch das Flippen einer 1 an einer Stelle j mit ajz; =
max)<k<n @k (= Entfernen eines Gegenstands maximaler Grofie) eine Losung y € Spi—1.
Folglich gilt

[Sni-1] < [Snil £ (R+1)[Spi-a], 1<i<n. (8.4)
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Die Grélen B; := |Sp,i—1|/|Snil, 1 < i < n sind also gleichméssig nach oben und unten
beschrankt und lassen sich daher gut schatzen. Jedes 3; schidtzt man nun unabhéngig durch
nahezu uniformes Ziehen unter Verwendung der Markovkette (X gl) >0, dem Analogon zu
(Xk)k>0 auf dem Raum S, ;. Jede dieser n Markovketten wird in O startend unabhéngig
jeweils m Mal fur ¢ Schritte simuliert. Setze

. 1 & . ,
B; = — ZI{X% €Snic1}, 1<i<n (8.5)
j=1
und 1
]/\\fn ==
B Bn

Dabei sind X",

mehr). Die Zufallsvariablen mB;, 1 < i < n sind binomial-verteilt zum Parameter (m,E@)
Nehmen wir fiir den Moment an, dass

1 < 7 < m unabhéngige Kopien von thi (zur Wahl von m,t € N spéter

EﬁAz = P{Xfi €Sni-1} = lfg’z_i’ = 5. (8.6)
Mit der oberen Schranke aus (8.4) folgt dann
3 i(1— 06
Varfi _ Bl f) < X (8.7)
(EB;)? mf; m

Aus der Unabhingigkeit der 3; erhiilt man unter Verwendung von (8.6) und (8.7)

Var(N;Y) B[N - (B[N])? (H Ef? )_1
(E[N:1])? (E[N:1])? i1 (EB)?

ﬁ(H?;;i) 1< (1+%)n— 1.

i=1
Fiir m > 37e2n2 und 0 < ¢ < 1 gilt (1 + )= 1< % und somit

Var(N™1) g2
BN 36 .

Unter der Annahme (8.6) gilt E[N;!] = N;!. Daher ist
IP’{(l + 87N, <N, <(1+ g)ﬁn} - IP’{ SN < N N < gzv*l}
> P{IN;' - EIN;")| < $EIN; ']}
Mit der Chebyshev-Ungleichung und der Abschéitzung (8.8) folgt

RPN ~ QVar(Nn_l) 3
P{(Hg) NngNng(Hg)Nn} > 1 SENE > 7. (8.9)
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Bei der Herleitung von (8.9) haben wir in (8.6) falschlicherweise die Annahme ES; = 3;
getroffen (jedes endliche ¢ erzeugt einen Bias). Man kann aber offensichtlich ¢ = ¢(¢) so grof3
wiahlen, dass die Abschétzung (8.9) giiltig bleibt, wenn man £/2 durch ¢ ersetzt. Die Frage, ob
die Markovketten (X ,i’l) k>0 rasch mischend sind, d.h. ob (&) polynomial beschrinkt ist in e 1,
ist ein offenes Problem. Man weif} also nicht, ob unser MCMC-Verfahren zur approximativen

Losung des Rucksackproblems ein FPRAS ist.

8.2 Selbstmeidende Pfade

Ein selbstmeidender Pfad im Gitter Z¢ ist ein Pfad einer gew6hnlichen Irrfahrt, der jeden Git-
terpunkt hochstens einmal besucht. Selbstmeidende Pfade sind das einfachste mathematische
Modell fiir die Anordnung langer Polymerketten (ein solches Molekiil besteht aus bis zu 10°
Monomeren). Es gibt zahlreiche durch empirische Untersuchungen und Heuristiken gestiitzte
Vermutungen iiber das Verhalten selbstmeidender Pfade. Mit Bestimmtheit (im mathema-
tisch strengen Sinn) weifl man aber nur sehr wenig, gerade in den von den Anwendungen her
interessanten niedrigen Dimensionen 2 < d < 4. (In hohen Dimensionen reduziert sich die
Einschriankung “selbstmeidend” im Wesentlichen darauf, dass “unmittelbare Umkehr” unter-
sagt ist.) Grundlegende Probleme sind die Frage nach der Zahl der selbstmeidenden Pfade
der Lange n, sowie die Bestimmung der Charakteristiken eines typischen Pfades, etwa des
mittleren quadratischen Abstands des Endpunkts vom Ursprung.

Sei Sy, n € Ny die Menge der im Ursprung startenden selbstmeidenden Pfade der Léange n.
Wir bezeichnen mit |s| die Lange eines selbstmeidenden Pfades s und schreiben s < ¢, falls
s’ den Pfad s fortsetzt, falls also s; = s, 0 <14 <|s].

Die genaue Zahl N,, := |S,| der selbstmeidenden Pfade der Lénge n kennt man nicht.
Eine erste Naherung liefert das folgende Resultat.

Proposition 8.1 Es existiert ein u = puq € [d, 2d — 1] mit

1
lim —log NV,, = log p. (8.10)

n—oo N

Im Schnitt gibt es also etwa p Moglichkeiten, einen selbstmeidenden Pfad um einen Schritt
zu verlangern. Man nennt p die Zusammenhangskonstante (connective constant), ihr genauer
Wert ist nicht bekannt. Sei die Funktion f definiert durch die Gleichung N,, = p"f(n), n €
Np. Beziiglich des asymptotischen Verhaltens des Korrekturterms f(n) hat man die folgende
Vermutung:

Agnra—l d=2,3;
f(n)~< Ay (logn)%7 d=4; (8.11)
Ada d=>5,
mit dimensionsabhéngigen Konstanten A; und 74. Im Unterschied zur Zusammenhangskon-
stante p ist aber nicht einmal die Existenz der kritischen Exponenten -4 bewiesen. Andere
kritische Exponenten sind verbunden mit der “Riickkehrwahrscheinlichkeit” eines selbstmei-
denden Pfades und dem mittleren quadratischen Abstand des Endpunkts vom Ursprung.

Was die Analyse der Charakteristiken selbstmeidender Pfade so schwierig macht, ist die
Tatsache, dass so etwas wie eine selbstmeidende Irrfahrt, also ein stochastischer Prozess
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(Yi)k>0 mit Werten in Unzo S, und der Eigenschaft
P{Y; <Y,} =1 fir alle k < ¢ und P{Y, =s} >0 firalle s €S

nicht existiert. Der Grund hierfiir ist, dass ein selbstmeidender Pfad in eine Falle geraten
kann, in der keine Fortsetzung mehr moglich ist.

Beweis von Prop. 8.1. Da ein selbstmeidender Pfad nicht zu dem zuletzt besuchten Gitter-
punkt zuriickkehren kann, gilt Ny, < (2d — 1)N,, n > 1. Andererseits ist ein Pfad, der in
jeder Komponente monoton wéchst, offensichtlich selbstmeidend. Da sich bei einem solchen
Pfad zu jedem Zeitpunkt eine der d Komponenten erhoht, gilt IV,, > d”. Falls also der Grenz-
wert, f existiert, dann ist p € [d,2d — 1].

Ein selbstmeidender Pfad der Léange m + n besteht aus zwei selbstmeidenden Pfaden der
Lange m bzw. n. Es gilt also

Die Existenz von p ergibt sich aus dem folgenden Lemma angewandt auf die subadditive Folge
cn, = log N,,.

Lemma 8.2 Seic,, n € N eine Folge reeller Zahlen mit

Cman < Cm + Cp. (8.12)
Dann gilt
. Cp, . Ci
lim — = inf —.
n—oo N k>1 k

Beweis. Offensichtlich gilt
lim infc—n > inf c—k.
n—oo M k>1

Es bleibt also zu zeigen, dass

lim sup & < % fir alle £ > 1. (8.13)
n

n—oo

Zerlege n = £k + 1, mit 0 <7, <k — 1. Wegen (8.12) gilt (setze ¢y := 0)

CL
en < lpcg+ ¢, < (n—1y)—+ max ¢.
k = 0<i<k—1

Division durch n und anschlieSender Grenziibergang n — oo ergeben die Behauptung (8.13).

Wie simuliert man einen rein zufalligen selbstmeidenden Pfad der Lange n? Die nahe-
liegende Idee ist, eine ergodische Markovkette auf S, mit der Gleichverteilung als stationérer
Verteilung zu konstruieren. Man muss dabei allerdings in jedem Schritt die Anderung grofier
Teilstiicke des Pfades erlauben, denn es ist bekannt, dass eine Markovkette auf S, nicht
irreduzibel sein kann, solange lediglich “lokale” Anderungen zugelassen sind (siehe [17]).

Wir diskutieren hier einen alternativen Zugang, bei der die Lange der Pfade variiert: Kon-
struiert wird eine Markovkette (X ,gn))kzo auf dem Raum S, = JI, S; der selbstmeidenden
Pfade mit maximaler Linge n. Die Dynamik der Kette lasst sich wie folgt beschreiben. Man
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withlt zunsichst rein zufillig eine der 2d mit dem Endpunkt des gegenwirtigen Pfades s € S,,
verbundenen Kanten. Stimmt die zufallig gewahlte Kante mit der letzten Kante des Pfades s
iiberein, so wird die Kante aus dem Pfad entfernt. Setzt die zufillig gewéhlte Kante den
Pfad s zu einem selbstmeidenden Pfad der Lénge |s| + 1 < n fort, dann werfen wir eine
Miinze mit Erfolgswahrscheinlichkeit 551 > 0 und verlangern bei Erfolg den Pfad um diese
Kante. In allen anderen Fallen verbleiben wir im momentanen Zustand s. Die zugehorigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

(2d)~1 falls s’ <'s, |s'| =|s| — 1;
Ps(g) _ ) @d)” /8|8|+1u falls s < s', [s'| = |s] 4 1; 5.5 €S, (8.14)
r(s), falls s = ¢';
0, sonst;
Dabei ist r(s) so, dass >, 5. (,) = 1. Da je zwei Zustinde iiber den Pfad (0) € Sp mit-

(n)

einander kommunizieren konnen, ist die Kette (X;™)g>0 ergodisch.

Lemma 8.3 Sei m, die stationdre Verteilung der Markovkette (X;in))kzo mit Ubergangs-

matriz P . Dann gilt

|s|

s) = anHﬂi, s € Sp, (8.15)

wobei ay, = (Z}Lo N Tl 5i> N

Beweis. Fiir s < s’ € S, mit || = |s| + 1 gilt

( P(n _ Hﬁl ﬁ|s|+1 . Hﬁz _ )P(n)

P™ erfiillt also die lokale Gleichgewichtsbedingung. Insbesondere ist daher m, die stationsre
Verteilung der Markovkette (X ,gn)) k>0

Das Gewicht m,(s) eines Pfades s hangt nur von dessen Lénge |s| ab. Fiir beliebige (3;,1 <
1 < nund alle 0 < j < n ist daher das Wahrscheinlichkeitsmaf}

Wn(Sj N B)
Tn(S;)

die Gleichverteilung auf S;. Diese Beobachtung legt das folgende, wiederum auf dem
Schachtelungsprinzip basierende Verfahren zur Schétzung der NNV, nahe (siehe [2, 23]).

vj(B) := , BCS; (8.16)

MCMC-Verfahren zum approximativen Zihlen der selbstmeidenden Pfade in Z¢

Setze ]/\\fo =1 und Nl =2d. Firn=1,2,3,...
1) Erzeuge durch unabhingiges Simulieren der Markovkette (X ,gn)) k>0 fur jeweils ¢,
Schritte eine Stichprobe vom Umfang m,, aus S,.
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2) Setze
Y,, := {Pfade der Linge n in der Stichprobe },
ext(Yy,) = Z Hs' € Sny1:s < s}
SEY,

3) Falls |Y,| <m], oder ext(Y;) =0, dann Abbruch. Sonst setze

~ ext(Yy,) <

Nn+1 = Nn

Yol

Zur Bestimmung der Gesamtzahl ext(Y;,) der moglichen Fortsetzungen priift man fiir je-
den Pfad aus Y,,, wie viele der 2d — 1 potenziellen Fortsetzungen einen selbstmeidenden Pfad
der Lange n + 1 ergeben. Die Wahl von m,,, m/, und ¢, spezifizieren wir spéater. Zunéchst
beschéftigen wir uns mit der Rolle der Parameter 5;, 1 < ¢ < n. Mit Blick auf die Ef-
fizienz des Algorithmus miissen die (3; so gewahlt werden, dass einerseits beim Simulieren
der Markovkette (X,gn))kzo moglichst oft Pfade der Lange n erzeugt werden, andererseits
eine relativ geringe Schrittzahl ¢, zur Anndherung ans Gleichgewicht m, geniigt. Im Fall
Bi = Ni—1/N;, 1 < i < n gilt

L Nioy 1
m™(S;) = NjanH N, = = o
i=1 °

, 0<j<n. (8.17)

Das Maf} m,, legt also ausreichendes Gewicht auf S,,.

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie schnell die Kette (X,Sn))kzo in ihr Gleich-
gewicht konvergiert. Betrachten wir zunachst eine beliebige ergodische reversible Markovkette
mit Zustandsraum S, Ubergangsmatrix P und stationirer Verteilung 7. Mit der Markov-
kette assoziieren wir einen gewichteten Graphen mit Knotenmenge S und Kantenmenge
E = {(z,y) : Py > 0}. Einer Kante (z,y) wird das Gewicht ¢(z,y) = 7(x)Py = q(y, )
zugeordnet. Ein kanonischer Weg 7., ist eine Folge von Kanten vom Knoten z zu y. Fir
eine Kollektion I" = {7, : ¢ # y € S} von kanonischen Wegen definieren wir

p(T) := max 1 Z (2)7(y)|Vayl,

ecE q(e) .

wobei |7, | die Linge (= Anzahl der Kanten) des Weges ~,, bezeichnet. Die Gréfie p(I') kann
man als die maximale Belastung einer Kante e durch Wege in I relativ zu der Kapazitdt q(e)
der Kante ansehen.

Die Existenz einer Kollektion kanonischer Wege mit kleinem p impliziert, dass die
zugehorige Markovkette rasch mischt. Dies zeigt die folgende Abschétzung (siehe [27]) fiir die
Mischzeiten

7‘$(6) = min{k >0: dTv[Px{Xk SE },7T] < E}.

Satz 8.4 Fur allee >0 und x € S gilt
1
()

Dabei ist K eine von € und x unabhangige Konstante.

1
< i Z
Tz(e) < Kmrln p(F)(log + log . ),
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Wir werden Satz 8.4 zur Abschitzung der Mischzeit 7(y(e) der Markovkette (X,in))kzo
verwenden. Zwar beschranken wir uns dabei auf c.l'en idealisierten Fall 3; = N;_1/N;, 1 <i <
n, die Analyse ist aber stabil gegeniiber leichten Anderungen der Parameter. Sei

- Njtk
= Np.

fin JE}ﬂlgn NNy’ e
Man beachte, dass Nji/(N;jN}) die Wahrscheinlichkeit ist, dass man zwei unabhéngige, rein
zufallige selbstmeidende Pfade der Lange j bzw. k zu einem selbstmeidenden Pfad der Lange
j + k zusammenfiigen kann. Ist die Vermutung (8.11) wahr, dann gilt

, ' -1 ' -1
() < a5
Jt+k

Nj+i

fiir d = 2, 3. Insbesondere ist dann a,, ' polynomial beschriinkt in n.
Satz 8.5 Sei 8; = N;—1/N; fir 1 <i<mn, dann gilt fir alle n € N und e > 0
K'dn?

Gn

1

To)(e) < (log n + log z ) . (8.18)
Beweis. Der mit der Markovkette (X Ign)>k20 assoziierte Graph mit Knotenmenge S, ist der
von der partiellen Ordnung < induzierte Baum mit dem Pfad (0) als Wurzel. Die Kinder
eines selbstmeidenden Pfades s sind alle Pfade s’ mit s < s’ und |¢'| = |s| 4+ 1. Zu je zwei
Pfaden s und s’ gibt es einen eindeutigen (kiirzesten) Weg 7,4 von s nach s’. Da der Baum
die Hohe n hat, ist die Lénge eines jeden solchen Weges durch 2n beschrankt. Nach (8.17)
gilt m,((0)) = (n + 1)~%. Nach Satz 8.4 geniigt es daher zu zeigen, dass

1 B 2dn

max —— Z Tn(8)mn(8) < o

8.19
el q(e) = ( )

Wir fixieren nun eine Kante e = (s/,s”) mit s’ < s, und bezeichnen mit V, = {s: s" < s}
die Knotenmenge des in s” verwurzelten Teilbaums. Da die Kante e die Mengen V, und V°
trennt, gilt

1 _ 1 _ ﬂ'n(‘/e)
—— > () m(5) = — D mals)ma(5) < . (8.20)
@ 2, (2= )
Aus der Definition von ¢ und den Beziehungen (8.14) und (8.17) folgt
1 1
a(@) ~ mp(smpl),
SchlieBlich gilt fiir k = |s”|
- (816) — Ve NSl
Ta(Ve) = D m(VeNS)) "=7 Y = m(S))
j=k j=k J
1 " Ni_p n
< - < . 8.22
~ n+1 jzz:k N; = (n+1)Npay, (8.22)

Bei der ersten Ungleichung in (8.22) haben wir benutzt, dass jedes Teilstiick eines selbstmei-
denden Pfades wiederum selbstmeidend ist und folglich [V, N S;| < Ny, fiir alle £ < j < n.
Die Behauptung (8.19) folgt durch Kombination von (8.20), (8.21) und (8.22).
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Wir kehren nun zu der Analyse unseres Algorithmus zur approximativen Bestimmung
von N, zuriick. Da wir die N; ja nicht kennen, kénnen wir auch die Parameter §; nicht einfach
als N;_1/N; wiahlen. Wir konnen aber die N;_1 /N; nach und nach durch B; = |Yio1|/ext(Y;_1)
schétzen und erhalten dadurch zum Ende der Stufe n des Algorithmus eine Approximation
des optimalen Parameterwerts N;_1/N;. Man beachte, dass der Parameter 3, erstmalig auf
Stufe n + 1 bendtigt wird. Als Schétzer fiir N, erhalten wir

n -1
i=1
Haben wir jeden Quotient N;_;/N; bis auf einen relativen Fehler ¢; approximiert, d.h. ist

(14+e)7 '3 < Nis1/Ni < (14¢:)6; fiir 1 <i <n,

dann gilt insbesondere

n

n
[T +e) ' No < N < JJ(1 +0) N
=1 1=1

Mit g; = ¢/(4i%), 1 < i < n folgt
(1+¢)7'N, < N,y < (1+¢)N,.

Nach (8.16) ist m; bedingt auf Werte in S; die Gleichverteilung, unabhéngig von etwaigen
Abweichungen der Schéatzer 3; vom optimalen Wert N;_; /N;. Die Ereignisse {(1 +¢&;)~! B; <
N;_1/N; < (1+ Ei)ﬁi}, 1 < ¢ < n sind daher nahezu unabhéingig. (Eine geringe Abhangigkeit
entsteht durch den Einfluss der 3; auf die Mischzeiten der Ketten.) Ist die Irrtumswahrschein-
lichkeit bei der Approximation der N;_1/N; durch &; = §/(2i%),1 < i < n beschriinkt, dann
folgt

n
]P’{(l—ks)’lﬁn <N, < (1+5)Nn} >1-Y 6 >1-4
i=1
Kommen wir nun zur Wahl von m,, m, und t,. Nach Satz 8.5 geniigt es, die Markov-
kette (X,gn))kzo fiir jeweils t, = O(n%a;'(logn + loge™!)) Schritte zu simulieren. Zur
Wahl von m/, beachte man, dass ﬁ; ! eine Summe (zufélliger Lénge) von unabhéngig iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen ist. Die Summanden sind nicht-negativ, beschrankt und
haben Erwartungswert > 1. Eine einfache Verallgemeinerung der Bernstein-Chernoff-Schranke
(Satz 4.1) zeigt, dass m/), nicht allzu grofi gew#hlt werden muss, um mit hoher Wahrschein-
lichkeit eine gute Approximation des Erwartungswerts zu erhalten (ein Stichprobenumfang
m!, > Ngn*c=2(logn + log§~1) erweist sich als ausreichend). Eine gute Wahl von m,, ist
schlieBlich 2(n + 1)m],. Nach (8.17) ist dann E|Y,| ~ 2m), und eine weitere Anwendung
der Bernstein- Chernoff-Schranke zeigt, dass die die Wahrscheinlichkeit, dass das Verfahren
abbricht, extrem gering ist. Zusammengefasst erhilt man das folgende Resultat aus [23].

Satz 8.6 Zu vorgegebenem n € N und ¢,0 > 0 approximiert das MCMC-Verfahren die
Zahl Ny, der selbstmeidenden Pfade der Ldange n mit Wahrscheinlichkeit > 1 — 9 bis auf einen
relativen Fehler €. Die Laufzeit des Algorithmus ist polynomial beschrinkt in n, e =1, log 6~
und a;t.
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