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0

Einleitung

Wir wollen uns mit den Grundlagen der Zahlentheorie, Algebra
und insbesondere der linearen Algebra beschéftigen. Dies sind
eng verkniipfte Teilgebiete der reinen Mathematik, neben Ana-
lysis, Kombinatorik!, Geometrie und Topologie?.

Was ist Zahlentheorie? Wie der Name schon verrédt befas-
sen sich die Zahlentheoretiker mit den Eigenschaften von Zahlen
(...,-1,0,1,2,3,...), insbesondere mit der Beziehung zwischen der
Addition und der Multiplikation. Viele zahlentheoretische Pro-
bleme kénnen sehr einfach formuliert, aber nur sehr schwer gelost
werden. Das bekannteste Beispiel ist sicherlich Fermats letzter
Satz von 1637: Es gibt fiir n > 3 keine (nichttriviale) ganzzahlige
Losung der Gleichung

IMit Hilfe der Kombinatorik kann man zum Beispiel berechnen, dass es
beim Ziehen der Lottozahlen (469) ~ 14000000 mogliche Ergebnisse gibt.

2In der Topologie sieht man zum Beispiel, dass sich der Knoten in Ab-
bildung 1 nicht ohne Aufschneiden entwirren laft.

\

O

Abbildung 1: Knoten
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Fermats letzter Satz wurde erst 1995 (von A. Wiles) bewiesen
nach 350-jahrigen Vorarbeiten, bei denen viele neue Konzepte in
der Mathematik entwickelt wurden. Heute bestehen enge Bezie-
hungen der Zahlentheorie zum Beispiel zur algebraischen Geo-
metrie, Kombinatorik, Kryptographie und Codierungstheorie.

Was ist Algebra? Die Algebra ist ein weites Gebiet der Ma-
thematik, das sich mit fiir alle Bereiche der Mathematik grund-
legenden algebraischen Strukturen, wie Gruppen, Ringen und
Korpern beschéftigt, d.h. mit der Frage, wie man auf Mengen
Verkniipfungen einfiihren kann, wie z.B. die Addition und Mul-
tiplikation von ganzen Zahlen. Durch Kombination der Grund-
lagen der Zahlentheorie und Algebra werden wir als zentrale An-
wendung die Public-Key Kryptographie diskutieren. Ein weite-
rer wichtiger Beriihrungsbereich der Algebra besteht neben der
Zahlentheorie mit der algebraischen Geometrie. Diese beschéftigt
sich mit den Lésungsmengen von polynomialen Gleichungssyste-
men in mehreren Variablen?.

Der einfachste (aber in der Praxis sehr wichtige) Spezialfall
sind lineare Gleichungssysteme tiber einem Korper K (zum Bei-
spiel K =Q, R, C der Korper der rationalen, reellen oder kom-
plexen Zahlen), das Kernthema der linearen Algebra. Hier 16sen

3Zum Beispiel besteht die gemeinsame Losungsmenge von z2 + 2y% = 3
und 222 +y? = 3, das heikt der Durchschnitt von zwei Ellipsen, aus 4 Punkten
(1,1),(-1,1),(1,-1),(-1,-1), sieche Abbildung 2.

Abbildung 2: Vier Punkte
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wir

a11T1 + ... T A mTm = bl

Ap1%1 + oo + Ty, = by,

mit a;; € K, b; € K nach x; € K (mit i=1,...,nund j =1,..m).
Als Anwendung der linearen Algebra werden wir fehlerkorrigie-
rende Codes behandeln.

Wir wollen noch einen anderen wichtigen Spezialfall erwah-
nen, der jedoch iiber den hier betrachteten Stoff hinausgeht, Po-
lynomgleichungen hoheren Grades in einer einzigen Variablen x.
Zum Beispiel kann man nach der Losungsmenge der quadrati-
schen Gleichung

ar’? +bx+c=0

fragen. Diese kann mit Wurzeln dargestellt werden durch

b+ Vb?-4ac
T = )
2a

Ebenso lassen sich mit Wurzelausdriicken die Losungen von Glei-
chungen vom Grad d = 3 (Tartaglia 1535, Cardano 1545) und
d =4 (Ferrari 1522) darstellen, fiir d > 5 kénnen die Losungen im
Allgemeinen nicht mehr mit Wurzeln geschrieben werden. Ein
wichtiges Gebiet der Algebra, die Galoistheorie, behandelt die
Frage, wann dies moglich ist.
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Grundkonstruktionen

In diesem Abschnitt behandeln wir Grundkonstruktionen mit de-
nen wir aus gegebenen mathematischen Objekten neue konstru-
ieren konnen. Ausgehend vom Mengenbegriff beschéftigen wir
uns mit der Frage, wie man zwei gegebene Mengen in Beziehung
setzen kann, insbesondere mit Abbildungen zwischen Mengen
und Aquivalenzrelationen auf Mengen.

1.1 Mengen

Definition 1.1.1 (Cantor) Fine Menge ist eine Zusammen-
fassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m un-
serer Anschauung oder unseres Denkens (die Elemente von M
genannt werden) zu einem Ganzen.

Ist m ein Element von M schreiben wir
me M,
die Menge M mit den Elementen mq,mo,... als
M ={my,ma,...}.
Die Menge ohne Elemente heifit leere Menge @ = { }.

Bemerkung 1.1.2 Die Definition interpretieren wir folgender-
mafen: Objekte sind mathematische Objekte und die Zusammen-
fassung zu einem Ganzen ein neues Objekt. Wohlunterschieden
bedeutet, dass man entscheiden kann, ob zwei FElemente gleich
oder verschieden sind.
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Beispiel 1.1.3 Mengen sind beispielsweise die Menge der Zif-
fern
{0,1,2,...,9},

die natirlichen Zahlen

N={1,2,3,..}
No ={0,1,2,3,..},

die ganzen Zahlen
Z-={0,1,-1,2,-2,...},

die rationalen Zahlen
a
Q:{E|a,beZ, b;tO}.
Dabei steht das Symbol | fiir mit.

Definition 1.1.4 Ist jedes Element der Menge N auch Element
der Menge M (alsom e N = me M ), dann heifit N Teilmenge
von M (geschrieben N ¢ M oder auch N ¢ M ). Dabei steht =
fir daraus folgt.

Zwei Mengen My und My heiflen gleich (geschrieben M, =
M, ), wenn My c My und My c My. Dies bedeutet m € My <> m €
M,. Hier steht das Symbol < fiir genau dann wenn, d.h. es
gilt sowohl = also auch <.

Beispiel 1.1.5 {0,...,9} c Ny.
Definition 1.1.6 Sind M, N Mengen, dann ist
M\N={meM |m¢N}

Komplement von N in M, als sogenanntes Venn-Diagramm
siehe Abbildung 1.1. Weiter heifst

MuUN ={m|meM oder me N}
Vereinigung von M und N, siehe Abbildung 1.2, und

MnaN={m|meM und me N}
Durchschnitt von M und N, siehe Abbildung 1.5.
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Abbildung 1.1: Komplement

Abbildung 1.2: Vereinigung

Beispiel 1.1.7 Ny =Nu {0}.

Notation 1.1.8 Fliir eine Indexmenge I + @ und Mengen M;,
1 € I schreibe

(\M; = {m|meM; fir alleiel}
iel
fuir den Durchschnitt der M;, 1 € I, und

UM, ={m| es existiert i € I mit m e M;}
iel

Abbildung 1.3: Durchschnitt
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fur die Vereinigung der M;, i€ 1.
Wir kiirzen fir alle ab durch ¥ und es existiert durch 3.

Beispiel 1.1.9 Fir I = {1,2} und gegebene Mengen My und Mo
15t
li = M1 N MQ.

iel

Definition 1.1.10 Wir schreiben |M| oder #M fir die Anzahl
der Elemente ciner endlichen Menge M und, falls M unendlich
viele Elemente hat, |M| = oo.

Beispiel 1.1.11 FEsist |2 =0, {0,...,9}| = 10 und [{0}| = 1.

Definition 1.1.12 Sind M, ..., M,, Mengen, dann heifst die Men-
ge der geordneten Tupel

My x ...x M, ={(mq,...,m,) | my e M; Vi=1,...,n}

aus Elementen von M, ..., M, das kartesische Produkt von
M, ...,M,. FirneN schreiben wir

M"=Mx..xM.
[ —
n-mal

Die Elemente von M™ sind Listen (mq,...,m,) der Linge n mit
Eintragen in M.

Beispiel 1.1.13 FEs ist
{1,2,3} x {3,4} = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)} .
Das Schachbrett ist das Produkt
{a,....;h} x{1,...,8} ={(a,1),...},
der 3-dimensionale Raum
R3=R xR xR,
und die Menge der 8-bit Zahlen

{0,1}* = {(0,...,0,0), (0,...,0,1), ..., (1,...,1,1)} .
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Definition 1.1.14 Sei M eine Menge. Die Potenzmenge von
M st
M = B(M) ={A|Ac M}.

Satz 1.1.15 Sei M eine endliche Menge. Dann gilt
|2M] = 2IM1.
Beispiel 1.1.16 Potenzmengen:
29 = {z}

2 ={a,{1}}
212} {Qv {1}7 {2}7 {172}}'

Zum Beweis von Satz 1.1.15 verwenden wir das folgende all-
gemeine Beweisprinzip:

1.2 Vollstandige Induktion

Angenommen wir haben fiir jedes n € Ny eine beliebige Aussage
A(n) gegeben, und man hat gezeigt:

1) Induktionsanfang: A(0) ist wahr.
2) Induktionsschritt: Es gilt fiir jedes n > 0, dass

A(n—1) ist wahr = A(n) ist wahr.

Dann ist A(n) wahr fiir alle n € Ny, denn wir haben eine
Kette von Schlussfolgerungen

A(0) wahr = A(1) wahr = A(2) wahr = ...

Bemerkung 1.2.1 Analog kann man natirlich vorgehen, um
Aussagen A(n) fir n > ng mit ng € Z zu bewiesen. Man muss
nur stets sicherstellen, dass man den Induktionsanfang A(ng)
und alle verwendeten Folgepfeile in der Kette von Schlussfolge-
rungen

A(ng) wahr = A(ng+1) wahr = A(ng+2) wahr = ...

bewiesen hat.
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Mit vollstandiger Induktion beweisen wir nun Satz 1.1.15:
Beweis. Durch Nummerieren der Elemente von M koénnen wir
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit (kurz geschrieben OE)
annehmen, dass M = {1,...,n}, wobei wir die Konvention ver-
wenden, dass {1,...,0} = @. Wir miissen also zeigen, dass die
Aussage

fiir alle n € Ny gilt.
Induktionsanfang n = 0: Es ist 22 = {@}, also [29]| =1 = 20,
Induktionsschritt n —1 nach n: Die Vereinigung

{Ac{l,..,n}|neA}
={A|Ac {1,...,n—1}}O{A'U{n}|A’c {1,..,n-1}}

ist disjunkt, also folgt aus der Induktionsvoraussetzung

2{1 ..... n-1} _ 2n—17

dass
|2{1 ..... n}| - 2n—1 + 2n—1 —9on

]
Im Folgenden diskutieren wir noch ein weiteres typisches Bei-
spiel fiir einen Beweis mittels vollstdndiger Induktion.

Notation 1.2.2 Fir Zahlen aq, ..., a, schreiben wir
Yag=ai+...+a,
k=1

fiir deren Summe.
Genauso verwenden wir

n
Hakzal-...-an
k=1

fur das Produkt.
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Bemerkung 1.2.3 Gegeben eine Liste a = (ay, ..., a,) berechnet
das folgende Computerprogramm diese Summe s =Y _; ax:

5:=0;

for k from 1 to n do
s:=s+alk];

od;

Wir verwenden hier die Syntax von MAPLE, siehe [15]. Siehe
auch Ubungsaufgabe 1.5.

Mit vollstandiger Induktion kénnen wir die folgende allgemei-
ne Formel fiir Y, k beweisen, die uns eine wesentlich effizientere
Berechnung dieser speziellen Summe erlaubt:

Satz 1.2.4 Fir alle n € Ny gilt

n(n+ 1)

Beweis. Induktionsanfang n = 0: Es ist

0-(0+1)

0
k=0=
2 >

Induktionsschritt n nach n + 1: Es ist

n+1

;k Zk+(n+1)

also folgt mit der Induktionsvoraussetzung, dass

n+1

Zk_n(n+1) c(n+1)

:n(n+1)+2(n+1)
2
_ (n+1)(n+2).
2

]
Fiir ein weiteres Beispiel siche Ubungsaufgabe 1.4.



1. GRUNDKONSTRUKTIONEN 11

Bemerkung 1.2.5 Das Analogon zum Induktionsbeweis ist in
der Informatik der rekursive Algorithmus. Beispielsweise berech-
net die folgende rekursive Funktion die Summe Y _ok:

sumints:=proc(n)
if n=0 then return(0);f%;
return(sumints(n-1)+n);
end proc;

Wir kénnen auch ausgehend vom Beweis von Satz 1.1.15 eine
rekursive Funktion schreiben, die alle Teilmengen von {1,...,n}
bestimmt. Fir die Implementierung siehe Ubungsaufgabe 1.8.
Einen anderen Induktionsbeweis, der einen rekursiven Algorith-
mus liefert, besprechen wir in den Aufgaben 1.10 und 1.11.

Fiir weitere Beispiele zur Induktion siche die Ubungsaufga-
ben 1.5, 1.6, 1.7 und 1.12.

1.3 Relationen

Auf die folgende Weise konnen wir Beziehungen zwischen zwei
Mengen beschreiben:

Definition 1.3.1 Eine Relation zwischen Mengen M und N
st gegeben durch eine Teilmenge Rc M x N.

Beispiel 1.3.2 Fir M ={2,3,7}, N ={4,5,6} und
R={(m,n) e M x N |m teilt n}

qgilt
R= {(274)7 (276)’ (376)} ‘

Die wichtigste Rolle spielen Relationen bei denen jedem Ele-
ment von M genau ein Element von N zugeordnet wird:
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1.4 Abbildungen

Definition 1.4.1 FEine Abbildung f: M — N ist eine Relation
Rc M x N, sodass es fiir jedes m € M genau ein f(m) e N gibt
mit (m, f(m)) € R. Schreibe

f+ M - N
m e f(m).

Wir bezeichnen M als Quelle und N als Ziel von f.
Fiir eine Teilmenge A c M heifst

f(A)={f(m)|meAjcN
Bild von A unter f, und
Bild(f) = f(M)

bezeichnen wir als das Bild von f.
Fiir Bc N heifst

fH(B)={meM|f(m)eB}cM
das Urbild von B unter f.

Bemerkung 1.4.2 Hat man eine Abbildung durch eine Abbil-
dungsvorschrift f : M — N, m — f(m) gegeben, so ist die Dar-
stellung von f als Relation nichts anderes als der Graph

R = Graph(f) = {(m, f(m)) |[m e M} c M xN
von f.
Beispiel 1.4.3 Fuir
f+ R - R

x e  f(x)=2?
151
R = Graph(f) = {(z,2%) |z e R},
siehe Abbildung 1.4. Das Bild von f ist
f(R) =Ry
und beispielsweise gilt

F1,2)) = {-1,1,-v2,v2).
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Abbildung 1.4: Graph der Parabel

Definition 1.4.4 FEine Abbildung f : M — N heifit surjektiv,
wenn fir das Bild von f gilt

f(M)=N.
Gilt fir alle mq,mo € M, dass

f(ml) = f(m2) == My =My,
so heifit f injektiv.
Eine Abbildung, die injektiv und surjektiv ist, heifit bijektiv.
Beispiel 1.4.5 Die Parabelfunktion

R - R, 2+ 22

aus Beispiel 1.4.3 ist weder injektiv noch surjektiv. Als Abbildung
auf ihr Bild

R - Ry, z = 22
wird sie surjektiv. Die Abbildung

Ryp > Ry, 2+ s
bei der wir auch die Quelle einschrinken ist bijektiv. Die Hyper-

bel ]
R\{0} - R, z ~ -

ist injektiv, aber nicht surjektiv (siehe Abbildung 1.5).
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Abbildung 1.5: Hyperbel

Satz 1.4.6 (Schubfachprinzip) Sind M, N endliche Mengen
und ist f: M - N eine injektive Abbildung, dann gilt |M| < |N|.

Beispiel 1.4.7 Sei M ={1,2,3} und N = {1,2}. Wegen |M| >
|N| gibt es keine injektive Abbildung f: M — N.

Abbildung 1.6 zeigt ein Beispiel einer Abbildung f: M — N.
Es ist f(1) = f(3), also f nicht injektiv.

Abbildung 1.6: Eine nicht-injektive Abbildung

Wir zeigen nun Satz 1.4.6:
Beweis. Es gilt

INI= > K}l 2 3 |7 ({n))] = [M],
neN neN
denn f~1({n}) hat genau 1 Element, wenn n im Bild von f liegt
(da f injektiv), und ist leer sonst. m
Da eine Abbildung jedem Element der Quelle genau ein Bild-
element zuordnet, folgt die entsprechende Aussage fiir surjektiv:
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Satz 1.4.8 Sind M, N endliche Mengen und f : M — N eine
surjektive Abbildung, dann gilt |M| > |N|.

Kombinieren wir Satz 1.4.6 und Satz 1.4.8, so erhalten wir:

Corollar 1.4.9 Sind M, N endliche Mengen und f : M — N
eine bijektive Abbildung, dann gilt |M|=|N]|.

Definition und Satz 1.4.10 Ist f: M — N bijektiv, dann gibt
es eine eindeutig bestimmte Umkehrabbildung

YN > M,y falls f(z) =y.

Es qilt
@) == (T W)=y
fiir alle x € M bzw. y € N. Weiter ist f~' bijektiv.

Beweis. Die Umkehrabbildung ist wohldefiniert (d.h. die Defi-
nition ordnet jedem Element der Quelle ein eindeutiges Element
des Ziels zu): Zu jedem y € N gibt es genau ein z € M mit
f(z) =y. Wegen f surjektiv existiert ein solches x, und wegen f
injektiv, ist dieses x eindeutig bestimmt.

Die beiden Gleichungen sind klar nach Definition. Zur Bijek-
tivitdt von f~!: Da fir jedes x € M gilt f~'(f(x)) = x, ist f~!
surjektiv. Bei der Injektivitat verwenden wir insbesondere, dass
f eine Abbildung ist: Sind y;,y2 € N und z; € M mit y; = f(z;),
dann folgt aus

w1 = [ ) = 7 (ye) = 22,
dass y1 = f(x1) = f(22) =y2. m
Fiir die oben verwendete Formulierung “es existiert genau
ein” schreibt man auch das Zeichen 3;.

Bemerkung 1.4.11 Die Umkehrabbildung f~! ist die Relation

{(f(x),z)|xeM}cNxM.
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Abbildung 1.7: Eine bijektive Abbildung und ihre Umkehrabbil-
dung

0 1

Abbildung 1.8: Wurzel

Beispiel 1.4.12 Abbildung 1.7 zeigt eine bijektive Abbildung f :
{1,2,3} = {a,b,c} und ihre Umkehrabbildung [~'.Die Umkehr-
abbildung der bijektiven Abbildung

Rso = Rsg, 2+ 2°
15t
Ryo = Ry, y = \/@
wie in Abbildung 1.8 dargestellt.
Siehe auch die Ubungsaufgaben 1.14, 1.17, 1.18 und 1.19.

Definition 1.4.13 Seien f: M - N und g: N - L Abbildun-
gen, dann ist die Komposition von f und g definiert als
go f: M - L
m = g(f(m))
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Lemma 1.4.14 Die Komposition von Abbildungen ist assozia-
tiv, das heif$t fir Abbildungen

MiINSLE K

gilt
ho(gof)=(hog)ef.

Zum Beweis siehe Ubungsaufgabe 1.15.

Beispiel 1.4.15 Selbst wenn f: M — M und g: M — M st im
Allgemeinen fog+ go f. Zum Beispiel fiir

[R* >R (z,y) ~ (z+y,y)
g:R2>R? (z,y) ~ (z,2+Yy)

erhalten wir

fog: R >R? (2,y) = (20 +y,x+y)
go f:R*=R? (z,y) = (x+y,x+2y).
Definition 1.4.16 Sei M eine Menge. Die tdentische Abbil-
dung auf M ist
idy: M - M
m - m

Beispiel 1.4.17 Abbildung 1.9 zeigt den Graphen von idg.

Die beiden Gleichungen in Definition und Satz 1.4.10 schrei-
ben sich dann wie folgt:

Satz 1.4.18 Ist f: M — N eine bijektive Abbildung, so gilt
frof=idy  fofl=idy

Tatséchlich liefern diese beiden Gleichungen eine Charakte-
risierung von bijektiv und legen die Umkehrabbildung eindeutig
fest. Siehe dazu Ubungsaufgabe 1.16.
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-2 (‘)

Abbildung 1.9: Identische Abbildung R - R

1.5 Halbordnungen und Aquivalenzre-
lationen

Definition 1.5.1 FEine Relation R c M x M auf einer Menge M
heifst

e reflexiv, wenn (m,m) € R fir alle me M,
e transitiv, wenn

(I,m) € R und (m,n) e R— (I,n) € R,

e antisymmetrisch, wenn

(n,m) € R und (m,n) € R=—=m =n.

Ist R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, so spricht man
von einer Halbordnung. Gilt auflerdem fiir alle m,n € M, dass
(m,n) € R oder (n,m) € R, so heifst R Totalordnung.

Beispiel 1.5.2 1) Die Inklusion c zwischen Teilmengen ei-
ner Menge M ist eine Halbordnung auf der Potenzmenge
2M - Fiir alle A, B,C c M gilt

o Ac A (reflexiv)
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e Ac Bund BcC = AcC (transitiv)
e Ac B und Bc A== A= DB (antisymmetrisch).

Im Allgemeinen ist c keine Totalordnung, z.B. ist fiir M =
{1,2} weder {1} c {2} noch {2} c {1}.

2) Dagegen ist < auf R eine Totalordnung.

Der Begriff der Aquivalenzrelation schwiicht den Begriff der
Gleichheit ab.

Definition 1.5.3 Sei M eine Menge und R c M x M eine re-
flexive und transitive Relation. Ist R auflerdem symmetrisch,
das heifst

(m,n) e R=(n,m) € R,

so heifit R eine Aquivalenzrelation.
Schreiben wir m ~ n fiir (m,n) € R, dann bedeutet

e reflexiv, dass m ~ m fiir alle m e M,

e transitiv, dass m ~l und [ ~n = m ~n fir alle m,l,ne M
und

e symmetrisch, dass m ~n = n ~m fiir alle m,n € M.

Beispiel 1.5.4 Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation.

Die Figenschaft von zwei Menschen gleich grofi zu sein, ist
eine Aquivalenzrelation (dagegen ist die Eigenschaft gleich grofs
zu sein bis auf einen Unterschied von mazimal 1em nicht tran-
sitiv).

Allgemeiner: Sei f : M — N eine Abbildung. Dann wird durch

my ~mg <= f(my) = f(my)
eine Aquivalenzrelation auf M definiert.

Definition 1.5.5 Ist M eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation
und m € M, dann heifit

[m]={neM|m~n}cM
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die Aquivalenzklasse von m. Jedes n € [m] heifit Reprdsen-
tant von [m].
Wir schreiben weiter

M/[~={[m]|meM}c2M
fiir die Menge der Aquivalenzklassen von ~ und

T M - M/~
m o~ [m]

fir die kanonische Abbildung.
Satz 1.5.6 Je zwei Aquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt.

Beweis. Sei [m] n[n] # @. Wir miissen [m] = [n] zeigen. Ist
a € [m]n[n], also a ~m und a ~ n, dann folgt mit Symmetrie
und Transitivitdt, dass m ~ n, also m € [n]. Sei nun a € [m]
beliebig. Dann gilt @ ~ m und m ~ n, also a ~ n, das heifit
a € [n]. Wir haben also [m] c [n] gezeigt. Die andere Inklusion
folgt genauso. m

Eine Aquivalenzrelation partitioniert (unterteilt) also M in
die Aquivalenzklassen.

Bemerkung 1.5.7 FEs gilt
my ~mg <= [my] =[ms]

d.h. Aquivalenz tibersetzt sich in Gleichheit von Aquivalenzklas-
sen.

Beispiel 1.5.8 Die Aquivalenzklassen unter der Aquivalenzrela-
tion gleich grof sein auf einer Menge M wvon Menschen (siehe
Beispiel 1.5.4) sind die Teilmengen der Menschen, die jeweils
dieselbe Korpergrofe haben. Somit steht die Menge der Aquiva-
lenzklassen M| ~ in Bijektion zu der Menge aller vorkommenden
Korpergrofien. Ein Kleiderverkdufer interessiert sich nicht fiir m
sondern fir [m].

Beispiel 1.5.9 Betrachte die Aquivalenzrelation ~ auf R? gege-
ben durch

(z1,91) ~ (w2,92) <= f(21,91) = f(22,92)
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mit
[z, y) =2 +y°.

Die Aquivalenzklassen sind die konzentrischen Kreise (und der
Punkt (0,0))

Ky ={(z,y) eR*|2* +¢* = 5}
fiir s € Ryg. Beispielsweise ist
[(1,2)] = {(z,y) e R* [ 2® + 4 = 5} .

E's ist also

M|~ ={K;|seRy},

und die Abbildung Ryg — M/ ~, s » K ist bijektiv. Siehe Abbil-
dung 1.10.

Abbildung 1.10: Aquivalenzklassen

1.6 Ubungsaufgaben

Ubung 1.1 Sei M eine Menge. Zeigen Sie fiir Teilmengen A, B, C' ¢
M, zum Beispiel mit Hilfe von Venn-Diagrammen:

1) Fir n gilt:

(a) Kommutativitit AnB=BnA,
(b) Identitat AnM = A,
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(¢) Assoziativitit An(BnC)=(AnB)nC.
2) Fiir v gilt:

(a) Kommutativitit AuB=BUA,
(b) Identitat Aug@ = A,
(¢c) Assoziativitit Au(BuC)=(AuB)uC.

3) Fiir 0 und U gelten die Distributivgesetze
An(BuC)=(AnB)u(AnC()
Au(BnC)=(AuB)n(Au()

4) Vergleichen Sie mit den Rechenregeln fir ganze Zahlen.

Ubung 1.2 Zeigen Sie fiir endliche Mengen M und N, dass
IMuN|=|M|+|N|-|MnN|

und
M x N| = [M]-|N].

Ubung 1.3 Schreiben Sie ein Programm, das fir eine Liste a =
(a1, ....,a,) € Z"™ die Summe

D ax
k=1
berechnet.

Ubung 1.4 Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion, dass

Lo, n(n+1)(2n+1)
2T

fiir alle n € N.

Ubung 1.5 Stellen Sie eine Formel fiir

3 (2k - 1)
k=1

auf und beweisen Sie diese.
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Ubung 1.6 Stellen Sie eine Formel fiir
> K
k=1
auf und beweisen Sie diese.
Ubung 1.7 Zeigen Sie fir g € R, ¢ # 1 mit vollstindiger Induk-

tion
n 1- qn+1

k=0 l-g¢

Ubung 1.8 Schreiben Sie eine Funktion, die rekursiv alle Teil-
mengen von {1,...,n} bestimmdt.

Ubung 1.9 Sei 0 < k < n. Zeigen Sie: Fiir die Anzahl (Z) der
k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge gilt

Ubung 1.10 Das Spiel "Die Tirme von Hanoi” besteht aus 3
Spielfeldern, auf denen n Scheiben paarweise verschiedener Gro-
Be gestapelt werden kénnen (siehe Abbildung 1.11). Zu Beginn
des Spiels sind alle Scheiben auf einem der Spielfelder der Gro-
Be nach zu einem Turm gestapelt. Ziel des Spiels ist, den An-
fangsstapel auf ein anderes Feld zu versetzen. Dazu darf in jedem
Spielzug die oberste Scheibe eines beliebigen Turms auf einen an-
deren Turm, der keine kleinere Scheibe enthdlt, gelegt werden.

Geben Sie einen Algorithmus an, der dieses Spiel lost, stellen
Sie eine Formel fir die Anzahl der notwendigen Zige auf, und
beweisen Sie diese mit vollstindiger Induktion.

wobetn!=1-2-...-n.

Ubung 1.11 Schreiben Sie ein rekursives Programm, das das
Spiel “Die Tiirme von Hanoi” l0st.

Ubung 1.12 In einem amerikanischen Stadtplan mit n Ave-
nues und m Streets (siehe Abbildung 1.12) wollen wir von Punkt
A nach Punkt B gehen. Wieviele kiirzeste Wege gibt es?

Beweisen Sie die Formel mit vollstindiger Induktion nach
n+m.
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( )

Abbildung 1.11: Die Tiirme von Hanoi

B

Abbildung 1.12: Wieviele kiirzeste Wege gibt es von A nach B.

Ubung 1.13 Geben Sie je ein Beispiel fir eine Abbildung N —
N, die

1) injektiv aber nicht surjektiv ist,
2) surjektiv aber nicht injektiv ist.

Ubung 1.14 Auf einem Fest treffen sich n Personen. Zeigen
Sie, dass zwei von diesen mit derselben Anzahl von Anwesenden
bekannt sind.

Ubung 1.15 Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ,
das heifst fiir Abbildungen

MiINSLE K

gilt
ho(goef)=(hog)ef.

Ubung 1.16 Sei f: M — N eine Abbildung. Zeigen Sie:

1) f istinjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : f(M) —
M gibt mit go f =1idy,.
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2) f ist surjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : N —
M gibt mit fog=idy.

3) f ist bijektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g: N —
M gibt mit go f =idy; und fog=idy.
Weiter ist dann g = f~' die Umkehrabbildung.
Ubung 1.17 Seien M, N endliche Mengen mit |M| = |N| und
f:+M — N eine Abbildung. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:
1) f ist bijektiv,
2) f ist injektiv,
3) f ist surjektiv.
Ubung 1.18 Seien die Zahlen 1, ...,101 in irgendeiner Reihen-
folge gegeben. Zeigen Sie, dass 11 davon aufsteigend oder abstei-
gend sortiert sind.

Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete Menge von Paaren
und verwenden Sie das Schubfachprinzip.

Ubung 1.19 Sei n € N und seien n? + 1 viele Punkte in dem
Quadrat
{(z,y)|0<z<n, 0<y <n}

gegeben. Zeigen Sie, dass es unter diesen zwei Punkte gibt, die

Abstand < /2 haben.

Ubung 1.20 Sei M eine unendliche Menge. Zeigen Sie:
1) Es gibt keine surjektive Abbildung ¢ : M — 2M.
2) Es gibt keine injektive Abbildung 1 :2M — M.

Ubung 1.21 Sei M := R2\{(0,0)} die Menge der Punkte der
reellen Ebene ohne den 0-Punkt. Auf M definiere (z,y) ~ (x',y")
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genau dann, wenn es eine Gerade durch (0,0) € R? gibt, auf der
sowohl der Punkt (x,y) als auch der Punkt (z',y") liegen.

(2,y)

1) Zeigen Sie, dass durch ~ eine Aquivalenzrelation gegeben
15¢.

2) Finden Sie eine geometrische Darstellung der Menge der
Aquivalenzklassen M [ ~ indem Sie in jeder Aquivalenzklas-
se einen geeigneten Reprasentanten wdahlen.



2
Z.ahlen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit wesentlichen Ei-
genschaften der ganzen Zahlen. Alle diese Eigenschaften werden
wir in allgemeinerem Kontext spéter auch fiir andere Ringe ken-
nenlernen.

2.1 Die ganzen Zahlen und Division mit
Rest

Auf den natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,3, ...} gibt es Verkniip-
fungen + und -, die dem Assoziativgesetz

a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c

Kommutativgesetz
a+b=b+a
a-b=b-a

und Distributivgesetz
a-(b+c)=a-b+a-c

gehorchen fiir alle a,b,c € Ny. Auf die axiomatische Definition
der natiirlichen Zahlen wollen wir hier nicht weiter eingehen. Als
Ubungsaufgabe informiere man sich in Buch oder Suchmaschine
der Wahl iiber die Peano-Axiome.

27
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In Ny gibt es keine Zahl a mit
1+a=0.

Anschaulich heift das: Wir konnen zwar Guthaben auf einem
Konto darstellen aber keine Schulden.

Aus den natiirlichen Zahlen konstruiert man deshalb die gan-
zen Zahlen Z = {0,1,-1,2,-2,...} wie folgt:

Bemerkung 2.1.1 Die Grundidee zur Konstruktion ist: Den
Wert eines Kontos kann man als Differenz von Guthaben und

Schulden schreiben. Verschiedene Tupel (Guthaben, Schulden) fih-
ren zu demselben Wert des Kontos, z.B.

5 —1=1000006 - 1000002

d.h. der Wert eines Kontos mit 5€ Guthaben und 1€ Schulden
entspricht einem Konto mit 1000006 € Guthaben und 1000002 €
Schulden. Um den Wert zu repréisentieren, missen wir also Aqui-
valenzklassen beziglich einer geeigneten Aquivalenzrelation be-
trachten. Die beiden Konten in dem Beispiel haben denselben
Wert, da

5+ 1000002 = 1000006 + 1.

Man definiert also
Z:=(NgxNpy)/~
mit der Aquivalenzrelation
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c,
und die Aquivalenzklasse
[(a,0)] = {(c,d) [ (¢,d) ~ (a;b)} .

Wir stellen uns unter [(a,b)] die ganze Zahl a—b vor. Dies mo-

tiviert die folgenden wohldefinierten Verkniipfungen + und - auf
Z

[(a,0)]+[(c,d)] :==[(a+c,b+d)]
[(a,D)] [(c,d)]:=[(a-c+b-d,a-d+b-c)],
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die dem Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz gehor-
chen (siehe auch Ubung 2.2). Es gilt dann

[(a,0)] + [(b,a)] = [(0,0)]
fir alle [(a,b)] € Z, insbesondere

[(1,0)]+[(0,1)] = [(0,0)].
Wester st
[(0,0)] + [(a,0)] = [(a,b)]
[(170)] ) [(CL:b)] = [(a’vb)] .

Eine Menge mit solchen Verkniipfungen nennt man kommutati-
ven Ring mit 1. Des Weiteren sind die ganzen Zahlen angeordnet
durch die Totalordnung <.

Jedes Konto [(a,b)] ist dquivalent zu einem Konto mit kei-
nem Guthaben oder keinen Schulden: Fir a > b set ¢ € Ng mit
a=b+c. Dann gilt (a,b) ~ (¢,0) und wir schreiben

c:=[(a,b)].
Fiir a <b sei ce N mit b=a+c. Dann gilt (a,b) ~ (0,c¢) und wir

setzen
—c:=[(a.b)].

Es gilt dann
c+(-c)=0

fir alle c e Z\{0} und 0+0=0.

Auf dhnliche Weise ldsst sich Q aus Z konstruieren als
Q= (ZxZ\{0}) [ ~
mit der Aquivalenzrelation
(a,b) ~ (¢, d) < ad = be,

wobei wir die Aquivalenzklassen schreiben als

2= [(a.h))

Die reellen Zahlen R kann man wiederum aus Q mat Hilfe
einer geeigneten Aquivalenzrelation konstruieren.
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In Q lasst sich jede Zahl a durch jede Zahl b # 0 teilen. In vie-
len Problemen des téglichen Lebens und der Mathematik macht
dies allerdings keinen Sinn, da die kleinste sinnvolle Einheit 1
ist. Wollen wir etwa 1000 Passagiere gleichméfig auf 3 Flugzeu-
ge verteilen, so ist 1%& keine sinnvolle Losung, sondern vielmehr

1000 = 3-333 + 1.

Dies bezeichnet man als Division mit Rest (1 Passagier bleibt
tibrig):

Lemma 2.1.2 (Division mit Rest) Sind a,beZ, b+ 0, dann
qibt es eindeutig bestimmte q,r € Z mit

a=b-q+r
und 0 <r < |b|.
Beispiel 2.1.3 In obigem Beispiel ist a = 1000 und b = 3, und

es qilt
1000 =3-333+1

d.h. q=333 und r=1.

Zum Beweis von Lemma 2.1.2:
Beweis. Existenz: Ohne Einschrénkung ist b > 0. Die Menge

{weZl|b-w>a} +@
hat ein kleinstes Element w. Setze dann
g=w-1 r:=a—qb.
Offenbar gilt dann a = gb + r, auferdem ¢b + b > a also
r<b
und da w minimal gewéhlt war auch bg < a also
r>0.
Eindeutigkeit: Haben wir zwei solcher Darstellungen

b-qg1+ri=a=b-qy+19
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und ist OE ry <7y, dann gilt
0§T1—T2:b'(QQ—ql) <|b|,

alsogr=gund ry=7ry. =

Der Beweis liefert einen expliziten (aber sehr ineffizienten)
Algorithmus fiir die Division mit Rest. Praktisch geht man wie
folgt vor:

Bemerkung 2.1.4 Schulbuchdivision ohne Nachkommastellen
bestimmt schrittweise die Dezimalstellen von q (beginnend mit
der hochsten Dezimalstelle), gibt also einen Algorithmus zur Di-
viston mit Rest.

Beispiel 2.1.5 Fliir a = 2225 und b= "7 schreiben wir

2225 =7-300+7-10+7-7T+6=7-317+6
-2100
125
=70
25
-49
6

also q =317 und r = 6.

Mit Hilfe der Division mit Rest kénnen wir Teilbarkeit algo-
rithmisch entscheiden.

Definition 2.1.6 Seien a,beZ. Man sagt b teilt a
bla

wenn es ein q € Z gibt mit a = b-q. Dies bedeutet, dass die Division
von a durch b Rest r =0 liefert.
Zwei Zahlen a,b € Z heiffen teilerfremd, wenn fiir t € N mit
t|la undt|b folgt t =1.
Setm eN und a,beZ. Dann heifit a kongruent zu b modulo
m
a=bmodm

wenn m | (a-0b).
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Beispiel 2.1.7 1=7mod 3.

Kongruent modulo m zu sein ist eine Aquivalenzrelation, sie-
he dazu Ubungsaufgabe 2.3. Dort implementieren wir auch eine
Funktion, die Kongruenz modulo m mittels Division mit Rest
entscheidet.

Fiir festgelegtes m schreiben wir die Aquivalenzklasse (ge-
nannt Restklasse) von a als

a={beZ|a=bmodm}
={a+k-m|keZ}.

Somit ist @ = bmod m genau dann, wenn @ = b.

Beispiel 2.1.8 Kongruenz modulo 3 partitioniert Z in die 3
Restklassen

0={...,-3,0,3,6,...}
1={.,-2,1,47,.}
2={...,-1,2,5,8,...},

denn bei der Division mit Rest von ganzen Zahlen nach 3 treten
genau die Reste 0,1,2 auf.

Restklassen spielen eine wichtige Rolle in vielen Publik-Key-
Kryptosystemen. Darauf werden wir noch im Detail zuriickkom-
men.

2.2 Fundamentalsatz der Arithmetik

Definition 2.2.1 Ein Element p € Z-, heifit Primzahl, wenn
aus p=a-b, a,beZs folgt a=1 oder b=1.

Beispiel 2.2.2 2,3,5,7,11,13,17,19,23... Die Bestimmung al-
ler Primzahlen bis zu einer gegebenen Schranke werden wir im
ndachsten Abschnitt behandeln.

Satz 2.2.3 (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede Zahin €
Z\{0,1,-1} hat eine eindeutige Darstellung

n=x1-p*-...-py

mit Primzahlen py < ... < ps und r; € N. Die p; heiffen Primfak-
toren von n.
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Beweis. Existenz der Primfaktorzerlegung mit Induktion nach
n:

n = 2 ist eine Primzahl. Ist n > 2 und keine Primzahl, dann
ist n =a-bmit a,b+ 1. Da a,b <n, haben a und b nach Induk-
tionsvoraussetzung Zerlegungen, und durch sortieren der Prim-
faktoren erhalten wir eine Primfaktorzerlegung von n = a - b.

Eindeutigkeit mit Induktion nach n:

n = 2 ist klar. Sei n > 2 und

n=pir-..."Ps=4qr1-.."q¢

mit p; <...<psund ¢; < ... < q. Ist s =1 oder t =1, dann ist n
prim, und die Behauptung ist klar. Seien also s,t > 2.
Ist p; = g1 dann hat

P2 Ps=Qq2 ...t <N

nach Induktionsvoraussetzung eine eindeutige Primfaktorzerlegung
und die Behauptung folgt.
Angenommen es wire p; < ¢;. Dann gilt

n>pr- (P2 Ds—Gar o @) =(Q1—D1) Q2o G 22,

::N1 :ZNQ

also hat N; = Ny nach Induktionsvoraussetzung eine eindeutige
Primfaktorzerlegung. Wegen p; < ¢; < ... < ¢q; ist p1 # ¢;, und p,
ist kein Teiler von ¢; — p;, denn sonst wiirde p; auch ¢; teilen.
Somit ist p; ein Primfaktor von Nj, jedoch keiner von N,, ein
Widerspruch. m

Beispiel 2.2.4 24 =23-3.
In MAPLE kénnen wir eine Primfaktorzerlequng berechnen
mat:
ifactor(24);
(2)°(3)

Der Beweis des Fundamentalsatzes zeigt nur die Existenz ei-
ner eindeutigen Primfaktorzerlegung. Auf die algorithmische Be-
rechnung einer solchen Zerlegung werden wir noch zuriickkom-
men.

Aus dem Fundamentalsatz folgen sofort:
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Corollar 2.2.5 (Euklids erster Satz) IstpeZ prim unda,b €
Z mit p | ab, dann p|a oder p|b.

Beweis. Multiplikation der Primfaktorzerlegungen von a und b
liefert die Primfaktorzerlegung von ab. m

Corollar 2.2.6 (Euklids zweiter Satz) Es gibt unendlich vie-
le Primzahlen.

Beweis. Sei M = {py,...,p,} eine endliche Menge von Primzah-
len. Wir zeigen, dass es eine Primzahl gibt, die nicht in M enthal-
ten ist. Die Zahl N = p;-...-p, +1 ist durch keine der Primzahlen
p; teilbar, denn sonst wére auch 1 durch p; teilbar. Ein Primfak-
tor p in einer Primfaktorzerlegung von N ist also eine Primzahl,
die nicht in M liegt. m

Ohne Beweis erwiéhnen wir folgenden Satz iiber die Dichte
der Primzahlen:

Satz 2.2.7 (Primzahlsatz) Sei fir x € R,

m(x) ={p<x|[peN prim}|

dann gilt
tim ) .

T—>00

In(z)

Beispiel 2.2.8 Das folgende Programm (in der Syntax von MAPLE)
berechnet m(x):

pi:=proc(z)

local p,N;

p:=2;

N:=0:

while p<=zx do
p:=nextprime(p);
N:=N+1;

od;

return(N);

end proc:

Damit erhalten wir z.B.
pi(100000) ;
9592

Siehe dazu auch Aufgabe 2.5.
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2.3 Grofster gemeinsamer Teiler und Eu-
klidischer Algorithmus

Definition 2.3.1 Sind aq,...,a; € Z, dann heifit d € N gréofiter
gemeinsamer Teiler von ay, ..., a;, geschrieben d = ggT (ay, ..., a;),
wenn gilt

1) d|a; fir alle j=1,...,t, d.h. d ist ein Teiler von allen a;,
und

2) istdel ein Teiler aller aj, d.h. d | a; fir alle j=1,...,t,
dann gilt d | d.

Weiter heifst m € N kleinstes gemeinsames Vielfaches
VoM @y, ..., a, geschrieben m =kgV (aq,...,a;), wenn gilt

1) aj|m fir alle j=1,...,t, d.h. m ist ein Vielfaches aller a;,
und

2) ist m € Z ein Vielfaches aller a;, d.h. a; | m fir alle j =
L,...,t, dann gilt m | m.

Bemerkung 2.3.2 Schreiben wir
aj;=+1- Hf:lp;ji
mit p; prim und r5; >0, dann ist
ggT (ay, .. ar) = [Tpp Y (2.1)

(und fir kgV analog mit dem Mazimum). Zwei Zahlen a,b € 7
sind teilerfremd genau dann, wenn

ggT (a,b) =1.

Beispiel 2.3.3 Die gemeinsamen Teiler von 18 = 2-32 und 66 =
2-3-11 sind 1,2,3 und 6, also gilt

ggT(18,66) = 6.
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Eine wesentlich effizientere Methode zur Bestimmung des
grofsten gemeinsamen Teilers (und damit auch des kleinsten ge-
meinsamen Vielfachen) liefert der Euklidische Algorithmus:

Satz 2.3.4 (Euklidischer Algorithmus) Seien ay,as € Z\{0}.
Dann terminiert die sukzessive Division mit Rest

ay = qi1az +as
aj =qjQ+1 + Qji2

Ap-2 = Qp-20p-1 + ap
Ap-1 = Qp_10pn + 0
und
28T (a1, a2) = ay.

Riickwdrtseinsetzen dieser Gleichungen

Ap = Ap-2 — qn-20n-1

asz = a1 —q1G2
liefert eine Darstellung
geT (a1, a2) =u-a; +v-ay

mit u,v € Z. Die Berechnung dieser Darstellung bezeichnen wir
auch als den erweiterten Fuklidischen Algorithmus.

Beweis. Es ist |a;41] < |a;| fiir ¢ > 2 und somit muss nach endlich
vielen Schritten a; = 0 sein. Es ist a,, ein Teiler von a,_;, also
auch von a,_s = ¢,_2a,_1 + a, und induktiv von a,,_1,...,a;. Ist t
ein beliebiger Teiler von a; und a,, dann auch von as = a; — qias
und induktiv von aq,...,a,. =

Beispiel 2.3.5 Wir bestimmen den ggT von 66 und 18 mit Hilfe
des BEuklidischen Algorithmus, d.h. durch sukzessive Division mit
Rest:

66=3-18+12

18=1-12+6

12=2-6+0
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Somit ist ggT (66,18) = 6, denn von unten gelesen gilt
6|12 also 6|18 also 6 | 66
und von oben gelesen, ist t ein Teiler von 66 und 18, dann
t|12 und t |6 also t|6 also t| 3.

Weiter erhalten wir eine Darstellung von ggT (36,15) als Z-
Linearkombination von 66 und 18

6=18-1-12=18-1-(66-3-18) =4-18+ (-1)-66.

In MAPLE konnen wir den erweiterten Fuklidischen Algorithmus
durchfiihren mat:
igcdex (66,18, °z’,7y’);
6
Dabei werden in den Argumenten x und y die Koeffizienten
der Darstellung des ggT als Linearkombination gespeichert:
T;
-1
Y5
4
T*66+y*18;
6

Eine wesentliche Anwendung einer Darstellung der 1 als Z-
Linearkombination von zwei teilerfremden Zahlen ist das Losen
von simultanen Kongruenzen. Dies werden wir im iiberndchsten
Abschnitt iiber den Chinesischen Restsatz diskutieren.

2.4 Primfaktorisierung

Zunichst behandeln wir folgendes offensichtliche Primfaktorisie-
rungsverfahren:

Algorithmus 2.4.1 (Probedivision) Sei n € N zusammenge-
setzt (nicht prim). Fir den kleinsten Primteiler p von n gilt

p<m:=|vnl.

Kennen wir alle Primzahlen p < m, dann testen wir p | n mit
Division mit Rest. Damit kénnen wir eine gegebene Zahl n fak-
torisieren.
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Beweis. Schreibe n = p-¢. Dann gilt p?> <p-q=mn, also p < \/n.
Wegen p € N ist also p < [\/ﬁJ m

Beispiel 2.4.2 Zum Faktorisieren von 234 mittels Probedivision
testen wir zundchst, ob n durch eine Primzahl p < [\/ 234J =15
teilbar ist. Wir finden

234 =2-117.

Ist 117 nicht prim, so muss ein Primteiler p < [\/1 7J = 10
vorkommen, wir finden

117 =3-39.

Ist 39 nicht prim, so muss ein Primteiler p < [\/ 39J =6 vorkom-

men, und wir finden
39=3-13.

SchliefSlich ist 13 prim, denn 13 ist durch keine Primzahl p <

[\/EJ =3 teilbar.

Die Probedivision erlaubt uns auch, alle Primzahlen < n in-
duktiv aufzuzdhlen, denn kennen wir schon alle Primzahlen p <
[\/ﬁJ < n, so konnen wir durch Faktorisieren entscheiden, ob n
prim ist.

Beispiel 2.4.3 Wir bestimmen alle Primzahlen < 11. Fir den
kleinsten Primteiler von n gilt p < m, wir erhalten also:

3

= 2 prim

= 3 prim

= 4 nicht prim
=5 prim

= 6 nucht prim
=7 prim

= 8 nicht prim
=9 nicht prim
= 10 nucht prim
11 und 3 + 11 =11 prim

[\]

— = O 00 3O O i W
i)
wwwwwwwm»—p—ng
N — O 00NN

" = 1 = 1

W N DN ot DN
W w
ot

4+ 2
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Praktisch geht man aber umgekehrt vor, und streicht Vielfa-
che von schon bekannten Primzahlen:

Algorithmus 2.4.4 (Sieb des Eratosthenes) Wir erhalten ei-
ne Liste aller Primzahlen kleiner gleich N e N, N >4 wie folgt:

1) Erstelle eine boolsche Liste L mit einem Eintrag zu jeder
Zahl 2,...,N. Markiere alle Zahlen als prim (true). Setze

p=2.
2) Markiere alle j-p mit j > p als nicht prim (false).

3) Finde das kleinste q > p, das als prim (true) markiert ist.
Falls ¢ > /N gebe L zuriick. Setze p := q, gehe zu Schritt

(2).

Beweis. In Schritt (2) sind alle j-p mit 2 < j < p schon aus
vorherigen Schritten als false markiert, da sie einen Primteiler
< p besitzen. Somit sind alle echten Vielfachen von p als false
markiert. Induktiv sehen wir, dass ¢ in Schritt (3) stets prim ist,
da p die grofite Primzahl < ¢ ist, und somit schon alle Vielfachen
J -« von allen Primzahlen z < ¢ als false markiert sind. Der
Algorithmus terminiert also, wenn alle Zahlen als false markiert
wurden, die eine Primzahl p < v/N als echten Teiler haben, d.h.
nicht prim sind. m

Beispiel 2.4.5 Wir bestimmen alle Primzahlen <15 und geben
in jedem Durchlauf die Liste aller j mit L; = true an:

2 3 4 5 6 78 9 10 11 12 13 14 15
p=212 3 5 7 9 11 13 15
p=312 3 ) 7 11 13

Im ersten Schritt streichen wir alle Vielfachen von 2, im zweiten
Schritt alle Vielfachen von 3. Alle verbliebenen Zahlen sind prim,
denn p=>5>+/15.

Fiir grofle Zahlen gibt es wesentlich effizientere Methoden als
Probedivision, um einen Primteiler zu finden. Darauf werden wir
noch zuriickkommen.
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2.5 Der chinesische Restsatz

Satz 2.5.1 (Chinesischer Restsatz in Z) Sind nq,...,n, € N
paarweise teilerfremd und ay, ..., a, € Z, dann ist die simultane
Kongruenz

T = a; modn,

z = a, modn,
losbar. Die Liosung ist eindeutig modulo n=nq-... - n,.

Beweis. Sei

und finde mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus x;,y; €
7 mit
1= ggT (Tli, ﬁz) =x;n; + y,flz

Dann ist

yZTAl, = Omodnj V] +1

yzﬁz = 1 mod n;.

Somit erfiillt i

z= Z ailYin;

i=1

die Kongruenzen und ebenso z+k-n fiir alle k. Sind x und «" Lo-
sungen, dann n; | (x — 2') fiir alle i. Somit gilt auch kgV(ny, ..., n,) |
(z — z"). Da die n; paarweise teilerfremd sind, ist kgV(nq, ..., n,) =
ny-...-n,, d.h. es gilt

n|(r-1z").

]

Der Chinesische Restsatz erlaubt uns also, eine beliebige An-
zahl von Kongruenzen durch eine einzige dquivalente Kongruenz
zu ersetzen. Praktisch fasst man iterativ jeweils zwei Kongruen-
zen zu einer zusammen. Deshalb formulieren wir das Losungsver-
fahren in der folgenden Bemerkung nochmals fiir den Spezialfall
r=2
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Bemerkung 2.5.2 Gegeben nq,ny € N teilerfremd und aq,as €
7, bestimmen wir eine Losung der simultanen Kongruenzen
z = aymodn,

T = as mod ne
Der erweiterte Fuklidische Algorithmus liefert w,v € Z mit
1=ggT(ny,ng) =u-ny+v-ny
Wegen
un; = 0mod ny
uny = 1 mod ne

vny = 1modny

vny = 0mod ng
qilt dann fir
Z=02-U"N1+A1°V " Ny
dass
z = ay;modn,
z = aomod ng
Ist x eine weitere Losung, dann n; | (z —2) firi=1,2, und

somit ning | (x - z).
Insgesamt qult

T = a; modn,

~ <z = zmodning
T = asmod ne

Iteratives Anwenden liefert einen weiteren Beweis von Satz
2.5.1.

Den Chinesischen Restsatz werden wir spater wesentlich all-
gemeiner formulieren.

Beispiel 2.5.3 Wir ldsen die simultane Kongruenz

z = -28 mod 30
z=bmod7
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Es ist ggT (30,7) = 1, also ist die Kongruenz losbar. Mit dem
erweiterten Euklidischen Algorithmus finden wir u und v mit

u-30+v-7=1

2.B. uw = =3, v = 13. Die Lésungsformel aus dem Beweis des
Chinesischen Restsatzes liefert

2=(-28)-(13-7) +5- (-3-30) = —2098.

Der Chinesische Restsatz erlaubt uns also zwei Kongruenzen
durch eine einzelne Kongruenz zu ersetzen:

x = -28 mod 30

v = 5mod 7 }c»xz—29985152m0d210.

Fiir letztere konnen wir die Losungsmenge direkt angeben, sie ist
152+210-Z={152+k-210 | ke Z}.

Sind die Moduli n; nicht teilerfremd, so kann man eine sehr
ahnliche Losungsformel aufstellen, allerdings kann dann die Kon-
gruenz auch unlosbar sein. Ein Kriterium gibt der folgende Satz:

Satz 2.5.4 Seien ai,as € Z und nqy,ny € N. Dann sind die si-
multanen Kongruenzen

T = aymodny

T = agmod ng
genau dann losbar, wenn
a; —as =0mod ggT (ny,ns) .
Die Losung ist eindeutig modulo dem kgV (nq,ns).

Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 2.12, indem wir die ent-
sprechende Losungsformel herleiten.
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2.6 Ubungsaufgaben

Ubung 2.1 SeineN und M c {1,...,2n} eine Menge von gan-
zen Zahlen mit |[M|=n+1 Elementen. Zeigen Sie, dass es in M
zwei verschiedene Zahlen gqibt, sodass die eine Zahl die andere
teilt.

Ubung 2.2 Zeigen Sie:
1) Auf M =Ny x Ny ist durch
(a,b) ~(¢,d) <= a+d=b+c
eine Aquivalenzrelation gegeben.

2) Die Verkniipfungen Addition und Multiplikation

[(a,0)]+ (¢, d)]
[(a,0)]-[(c;d)]

[(a+c,b+d)]
[(a-c+b-dya-d+b-c)]

auf
Z=(NygxNg)/~

sind wohldefiniert, assoziativ, kommutativ und distributiv.

Auf diese Eigenschaften werden wir allgemeiner im Zusam-
menhang mit Gruppen und Ringen zurickkommen.

Ubung 2.3 1) SeimeN und a,beZ. Dann heifst a kongru-
ent zu b modulo m

a=bmodm

wenn m | (a—0). Zeigen Sie, dass "modulo m kongruent
sein” eine Aquivalenzrelation ist.

2) Schreiben Sie eine Funktion, die a = bmodm entscheidet.
3) Zeigen Sie, dass % €.
Ubung 2.4 Zeigen Sie:

1) Ist r € N und p=2"-1 prim, dann ist r prim.
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2) Istr €N und p=2"+1 prim, dann ist r = 2* mit k € Ny.

Ubung 2.5 Uberprifen Sie den Primzahlsatz experimentell in
MAPLE:

1) Schreiben Sie eine Prozedur, die

7 (@)= [{p<a|peN prim}]

fir x >0 berechnet.

2) Vergleichen Sie die Funktion ﬂ(f) mit ln(:vl)—a fiir a € Zsg,
insbesondere fiir grofie x. Fir welches a erhalten Sie die

beste Approximation?

3) Stellen Sie Ihre Beobachtungen graphisch dar.
Hinweis: Verwenden Sie die MAPLE-Funktion nextprime.

Ubung 2.6 Sei Py die Wahrscheinlichkeit, dass zufillig gewdhl-
te natirliche Zahlen n,m < N teilerfremd sind. Bestimmen Sie
Py fiir N =10°%,10'2 und 10 approximativ durch Stichproben im
Umfang von jeweils 102, 10* und 106 Versuchen mit Hilfe eines
Computeralgebrasystems. Uberpriifen Sie experimentell, dass Py
fiir grosse Werte von N den Wert

5 e 60.7%

T2

annimmdt.

Ubung 2.7 Implementieren Sie den erweiterten Euklidischen
Algorithmus. Testen Sie Ihre Implementierung an Beispielen.

Ubung 2.8 Kiirzen Sie

93497059597
18856392791

Ubung 2.9 Auf ein urspiinglich leeres Konto werden regelmdifig
2809 € gutgeschrieben, und gelegentlich 10403 € abgebucht. Ist
es moglich, dass das Konto irgendwann einen Kontostand von
genau 1€ hat?
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Ubung 2.10 Implementieren Sie

1) das Sieb des Eratosthenes und

2) die Faktorisierung von ganzen Zahlen mittels Probedivisi-
on.

3) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von

114365889060301309.

Ubung 2.11 Bestimmen Sie die Menge L c Z aller Lésungen x
der simultanen Kongruenzen

z =1mod3
z =2modH
z=1mod7

ﬁbung 2.12 Seien ay,as € Z und ny,ng € Lsgy. Zeigen Sie: Die
simultanen Kongruenzen

T = a; modn,

T = as mod ne
sind genau dann [6sbar, wenn
aj — ag = 0mod ggT (ny,ns)
Die Lésung ist eindeutig modulo dem kgV (ny,ns).

Ubung 2.13 Lassen sich die beiden Konfigurationen von Zahn-
riadern in Abbildung 2.1 durch Drehung ineinander dberfihren?
Falls ja, um wieviele Schritte muss man dafiir drehen?

Ubung 2.14 Bestimmen Sie die Menge L c Z aller Lésungen x
der simultanen Kongruenzen

x = 1mod 108
z = 25mod &0
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Abbildung 2.1: Zwei Konfigurationen von drei Zahnriadern

Ubung 2.15 Schreiben Sie mit Hilfe Ihrer Implementierung des
erweiterten Euklidischen Algorithmus (oder der MAPLE-Funktion
igedex) eine Prozedur, die die Losungsmenge der simultanen
Kongruenzen

z = aymodny

T = as mod ng

fiir ai,as € Z und ny,ng € Zsg mit ggT(ny,ng) = 1 bestimmt.
Vergleichen Sie mit der MAPLE-Funktion chrem.

Erweitern Sie die Funktionalitit Ihrer Implementierung so,
dass sie auch im Fall nicht teilerfremder nqi,no korrekt funktio-
niert.
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Gruppen

3.1 Ubersicht

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den Grundlagen der
Gruppentheorie, die vielfaltige Anwendungen in den weiteren
Kapiteln {iber Ringe, Kérper und lineare Algebra haben. Als Bei-
spiele fiir Gruppen betrachten wir Symmetriegruppen von Teil-
mengen des R", z.B. die Mengen der Drehungen und (Dreh-)
Spiegelungen, die jeweils einen der Platonischen Korper Tetra-
eder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder (siehe Abbil-
dung 3.1) wieder in sich selbst iiberfiihren. Die Gruppeneigen-
schaft siecht man hier (u.a.) dadurch, dass das Hintereinander-
ausfithren von zwei Symmetrien wieder eine Symmetrie ist und
wir jede Symmetrie durch eine andere wieder riickgéngig machen
kénnen. Zum Beispiel ist in der Symmetriegruppe des Tetraeders
die Drehsymmetrie um 120° gleich dem Produkt von zwei Spie-
gelungen, sieche Abbildung 3.2.

Allgemein gilt: Die Komposition von zwei Symmetrien ist
wieder eine Symmetrie. Zu jeder Symmetrie gibt es eine inver-
se Symmetrie, sodass die Komposition die identische Abbildung
gibt.

Fiir Symmetriegruppen spielt der Begriff der Operation einer
Gruppe G auf einer Menge M eine wichtige Rolle. Zum Beispiel
konnte G die Symmetriegruppe des Tetraeders sein und M der
Tetraeder oder die Menge der Eckpunkte, der Kanten oder Seiten
des Tetraeders. Eine Gruppenoperation ist eine Abbildung (mit

47
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Abbildung 3.1: Die Platonischen Koérper

-« 3 3

Abbildung 3.2: Komposition von zwei Symmetrien des Tetra-
eders

einigen offensichtlichen Zusatzbedingungen)

GxM — M
(g,m) +— g-m

d.h. ein Gruppenelement ¢ bildet ein Element m € M auf ein
anderes Element von M ab, das wir g-m nennen. Starten wir mit
einem m und wenden alle Elemente von G an, erhalten wir die
Bahn von m, zum Beispiel konnen wir jede Ecke des Tetraeders
durch eine Symmetrie auf jede andere Ecke abbilden. Auf diese
Weise zerlegt sich M in disjunkte Bahnen. Als zentralen Satz
beweisen wir die Bahnengleichung.
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Die beiden wichtigsten Beispiele von Operationen fiir die
Konstruktion und Klassifikation von Gruppen sind jedoch die
einer Untergruppe H c G durch Translation

HxG — @
(h,g) +— hg

und von G auf sich selbst durch Konjugation

GxG — G

(a,b) — aba™

Die Translation werden wir im Detail diskutieren und auf die
Konjugation in Ubung 3.12 zuriickkommen.

3.2 Gruppen und Operationen

3.2.1 Grundbegriffe

Definition 3.2.1 FEine Gruppe (G, o) ist eine Menge G zusam-
men mit einer Verkniipfung

o: GxGE@ — @
(a,b) +~— aob

die folgende Aziome erfiillt:
(G1) Assoziativitit

ao(boc)=(aob)oc Va,b,ceG

(G2) Es existiert ein neutrales Element, d.h. ein
eel
mat
eca=ace=aVaeG

(G3) Existenz des Inversen, d.h. Ya € G 3a~! € G mit

atoa=aoat=e
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Gilt aufSerdem das Kommutativgesetz
aob=boa Va,beG

dann heifst G abelsch.

FEine Menge G zusammen mit einer Verknipfung
o: GxG — @

die (G1) erfiillt, nennt man Halbgruppe, (G,o) mit (G1) und
(G2) heifst Monoid.

Die Anzahl der Elemente |G| bezeichnet man als die Ord-
nung von G (kann oo sein).

Bemerkung 3.2.2 Setzt man fiir eine Gruppe G nur die Existenz
eines linksneutralen Elements e € G mit eoa = a fiir alle a € G
und von linksinversen Elementen mit a~'oa = e voraus, dann ist
e auch rechtsneutral und a=! rechtsinvers:

1) Fir a,be G gilt: Ist ab = e, dann ist auch ba = e.

2) Es istaoe=a fir alle a€@G.
Bemerkung 3.2.3 Ist G eine Gruppe so gilt:

1) Das neutrale Element von G ist eindeutig.

2) Die Inversen der Elemente von G sind eindeutig.
3) Fira,beG ist (ab)™' =b~la~t.

4) FiiraeG ist (a1) " = a.

Diese Aussagen zeigen wir in Ubung 3.2.

Neben den in Abschnitt 3.1 angesprochenen Symmetriegrup-
pen wollen wir noch die folgenden zentralen Beispiele von Grup-
pen diskutieren:

Beispiel 3.2.4 1) Die Menge der ganzen Zahlen mit der Ad-
dition
(Z,+)

st eine Gruppe. Das neutrale Element ist die 0.
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2)

3)

4)

Die Menge der ganzen Zahlen zusammen mit der Multipli-
kation
(Z7 )

bildet ein Monoid. Das neutrale Element ist die 1.

Die Menge der rationalen Zahlen ungleich O zusammen mat

der Multiplikation
(Q\{0},)

bildet eine Gruppe.

Sei X eine beliebige Menge. Die Menge der Selbstabbildun-
gen von X

S(X)={f: X — X|f bijektiv}
zusammen mit der Komposition ist eine Gruppe.

Speziell fiir
X ={1,...,n}

heifst die Menge der Permutationen von n Elementen
Sp =8 ({1,...,n})
die symmetrische Gruppe. Offenbar gilt
|Spl=n-(n-1)-...-2-1=n!
Fiir o € S,, schreiben wir auch
1 - n
0:( o(1) - a(n) )
Ein Element von S, heifst Transposition, wenn es genau
zwet Elemente von X vertauscht.

Durch Nummerieren der Ecken kénnen wir die Drehung
des Tetraeders in Abbildung 3.5 mit der Permutation

1 2 3 4
( 134 2 )654
und die Spiegelung in Abbildung 3.4 mit der Transposition
1 2 3 4
(1 3 2 4 )654

identifizieren.
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9)

6)

Abbildung 3.3: Eine Drehsymmetrie des Tetraeders

Set
A:{a7/877’ "'}

eine endliche Menge. Ein Wort iber dem Alphabet A ist
eine endliche Folge

w = blbzbn

mit b; € A. Gegeben ein weiteres Wort v = a;...a,,, definiert
man die Verkniipfung "Hintereinanderschreiben"durch

wouv=by..b,ai...anm,
Die Menge
G ={w|w ein Wort iiber A}

zusammen mit o bildet eine Halbgruppe.

Erlauben wir in G auch das leere Wort e, dann wird (G, o)
zu etnem Monoid.

Filigen wir zusdtzliche Buchstaben o', 571, ... mit der Re-

chenregel
1 1

ao = a=e

hinzu, dann erhalten wir die freie Gruppe erzeugt von A.
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Abbildung 3.4: Eine Spiegelsymmetrie des Tetraeders

7) Sind Gy, Gy Gruppen, dann ist das kartesische Produkt
G x Gy von Gy und Gy mit der Verkniipfung

(a17b1) o (02752) = (a1 o ag, by o b2)
ebenfalls eine Gruppe.

Definition und Satz 3.2.5 (Untergruppenkriterium) Sei (G, o)
eine Gruppe. Eine Teilmenge H c G heifst Untergruppe, wenn
die beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt sind

1) (H,o) ist eine Gruppe (d.h. e € H unda,be H =—> aobe H,
b-leH)
2) H+@, und a,be H=—aob' € H.

Beweis. (1) = (2) ist klar. Ist umgekehrt H # @, dann gibt es
ein a € H. Fiir dieses gilt e = aoa™! € H und somit a~! = eoa™! € H.
Also fir a,be H ist b~! € H, und damit

a06=a0(b_1)71€H.
n

Beispiel 3.2.6 Sei G die Symmetriegruppe des Tetraeders, 12
die Drehung in Abbildung 5.5 und s93 die Spiegelung in Abbildung
3.4. Dann sind

{idﬂ’uo, (7"120)2} cl
{id,sp3} c G

jeweils Untergruppen.
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Beispiel 3.2.7 Die Untergruppen von (Z,+) haben die Gestalt
nZ:={n-k|kelZ}
wobet n € L.

Beweis. Mit dem Untergruppenkriterium sieht man sofort, dass
nZ c 7 eine Untergruppe ist. Sei umgekehrt H c Z eine Unter-
gruppe. Entweder gilt H = {0} oder es gibt ein kleinstes Element
n >0 in H. Wir zeigen, dass dann H = nZ gilt: Sei m ¢ H.
Division mit Rest liefert eine Darstellung

m=qn+r

mit 0 <7 <n und r € H. Nach der Definition von n folgt r = 0,
alsomenZ. m

Beispiel 3.2.8 Sein €N und a € Z. Die Aquivalenzklasse (Rest-
klasse) von a modulo n kann man mit Hilfe der Untergruppe
nZ c 7, ausdriicken als

a={beZ|a=bmodn}
=a+nZ:={a+blbenZ}={a+k-n|keZ}cZ

(siehe auch Ubungsaufgabe 2.3).
Die Menge der Restklassen

L =7n = {6, 1,2, ,m}

wird mit der Verkniipfung

G+bi=a+b

eine Gruppe, die Gruppe der Restklassen modulo n (mit
neutralem Element 0 und Inversem —a ==a von a € Z/n).

Da @+b:=a+b nicht in Termen von @ und b sondern den
Reprisentanten a und b definiert ist, miissen wir noch zeigen,
dass @+ b wohldefiniert ist, d.h. nicht von der Wahl der Repri-
sentanten a und b abhdingt:

Ist @y = a3 und by = by, also n | (ay —as) und n | (by - by), so
qilt

a_1+b1=a1+b1=a2+b2=a_2+bg

denn n | (a1 — ag + by — by).
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Beispiel 3.2.9 Fiir n=3 ist Z/3 ={0,1,2} mit

0={..,-3,0,3,6,...} = 3Z

1=1{.,-2,1,4,7,..} =1+3%Z

2={.,-1,2,58,..} =2+ 3%Z
siehe auch Abbildung 3.5.

—@ ® ® ® ® ® ® ® o>
-2 -1 0 1 2

Abbildung 3.5: Restklassen modulo 3

Die Verkniipfung kann man durch die Gruppentafel

+[0 1 2
0/0 1 2
1/1 20
212 01

11
\)
+
\]

I
|

I
=

beschreiben, beispielsweise gilt 2 + 2
Beispiel 3.2.10 Fir jeden Teiler a von n und d =% st
{6, a@,2a,...,(d- 1)a} cZ/n

eine Untergruppe (Ubung).
Zum Beispiel fiirn = 6 und a = 2 erhalten wir die Untergruppe

{6,5,1} cZ]6.

Vergleichen wir die Gruppentafel

=] N O O

DO| O || |

= N O +
Ol =] DNf DI

dieser Gruppe mit der von Z/3, so fillt auf, dass die Elemen-
te der beiden Gruppen zwar verschiedene Namen haben, aber
denselben Rechenregeln gehorchen.
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Die Identifikation der Untergruppe {0,2,4} c Z/6 mit Z/3
ist ein Beispiel eines Gruppenisomorphismus, d.h. einer bijekti-
ven Abbildung, die die Gruppenstruktur erhélt. Der Gruppen-
isomorphismus

p: Z|3 — {6,5,1}
0+3Z — 0+6Z
1+3Z +— 2+6Z
2+3Z +—— 4+6Z

erfiillt zum Beispiel
o(T4T)=p(3)=T=3+7=p(T) + ().
Wir scheiben dann
7/3= {0,2,1)
und allgemeiner gilt

zjd={0,a,2a, .., (d- )a}.

Definition 3.2.11 FEin Gruppenhomomorphismus @ zwischen
zwei Gruppen Gy und Gy ist eine Abbildung

p:Gp — Gy
die
p(aob)=p(a)ep(b) Va,beG,
erfullt, also die Verkniipfungsstruktur erhdlt.

Man beachte, dass o auf der linken Seite die Verkniipfung in
(G1, auf der rechten Seite die in (G5 bezeichnet.

Bemerkung 3.2.12 Ist ¢ : Gy — Gy ein Gruppenhomomor-
phismus, so gilt
p(e1) =es
wobei e; € G; jeweils das neutrale Element bezeichnet.
Der Kern von ¢

Kerp={aeG|p(a)=e2}
und das Bild von ¢

Bildp = ¢ (G1)

sind Untergruppen von Gy bzw. Gs.
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Fiir den Beweis der Aussagen siehe Ubung 3.4.
Zum Beispiel fiir den Gruppenhomomorphismus ¢ : Z/3 —
7./6, gegeben durch 1+~ 2 wie oben, erhalten wir

Bildy = {0,2,4}
Kerp = {6} .

Lemma 3.2.13 FEin Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Gs
st ingektiv genau dann, wenn

Kerp ={e;},
d.h. der Kern nur das neutrale Element e; von G enthdlt.
Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass fiir b € G,
() =p(b7)
da

p (D)o (b)) =p(bob™) = p(er) = e,
und das Inverse eindeutig bestimmt ist. Fiir a,b € G gilt damit

Sp(a)ZSO(b)‘E’@(aob_l)=€2<=>a0b_leKergp.

denn
p(a)o(p () =p(a)op(b)=wlaob™)
Ist also Ker¢ = {e;}, dann folgt aus ¢ (a) = ¢ (b), dass a = b.
Ist umgekehrt ¢ injektiv, dann folgt aus

p(a)=e2=p(e1)
dassa=e;. =

Definition 3.2.14 Injektive Gruppenhomomorphismen nennt man
auch (Gruppen-) Monomorphismen, surjektive Gruppenhomo-
morphismen (Gruppen-) Epimorphismen.

Ein (Gruppen-) Isomorphismus

p:Gy — Gy
st ein bijektiver Homomorphismus. Die Umkehrabbildung
el Gy — Gy

st dann ebenfalls ein Homomorphismus. Wir schreiben auch

Gl = GQ.



3. GRUPPEN o8

Siehe auch Ubung 3.4.

Beispiel 3.2.15 1) Die Inklusion einer Untergruppe H - G
15t etn Monomorphismus.

2) Die Abbildung
7 — ni
k' — n-k

ist fiir n>1 ein Isomorphismus.
3) Die Exponentialfunktion

(Rv+) - (R>07')

x —  exp(z)=e”

in Abbildung 3.6 ist ein Homomorphismus, denn nach der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion gilt e*1+v2 =
el - e*2 fiir alle x; € R. Da die FExponentialfunktion stetig
und streng monoton steigend ist mit limg, .., €& = oo und
lim,.._ . ¥ =0, definiert sie sogar einen Isomorphismus.

a-

-

2 —1 o 1 2

Abbildung 3.6: Exponentialfunktion

4) Im Gegensatz dazu ist mit C* = C\{0} die Abbildung

((C7+) - (C*v')

z —  exp(z)=e?
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zwar ein Epimorphismus, aber kein Isomorphismus. Sie hat
den Kern

Ker (exp: C — C*) = 2miZ = {2min |n e Z} .

5) Sein >2. Die Signatur oder das Signum
sign: S, — ({1},
o +— sign(o)=TI]

2,7=1
i<j

o(i)-0(j)
i-j

ist ein Epimorphismus und
Ker (sign) = 4,
heifit die alternierende Gruppe.

Die Definition von sign tbersetzt sich in das folgende Pro-
gramm. (in der Syntax von MAPLE):

sgn:=proc(sigma)

local s,7,%;

s:=1;

for 5 from 1 to nmops(sigma) do
for 4 from 1 to j-1 do

s:=s*(stgmali]-sigmalj])/(i-7);

od;

od;

return(s);

end proc:

wobei wir die Permutation o durch die Liste (o(1),...,0(n))
reprasentieren.

Als Beispiel betrachten wir die Permutationen aus Abbil-
dung 5.2. Fir die Drehung

(123 4
9701 3 4 2

berechnet man mit obiger Formel, dass

den(oy - LT3 14 122 3-4 302 4-o
1on(o) = . . . . .
& 1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-4
3.2 4-9
= e = —12:
53 2.2 (b
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und fiir die beiden Spiegelungen
(1234 (1234
Tl 324 271124 3

dass sign(7;) = —=1. Tatsdchlich gilt fir jede Transposition
7, dass sign(7) = —1. Dies beweisen wir in Kiirze.

Da sign ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt aus o =
T - Ty direkt
sign(o) = sign() - sign(mp) = 1.

Wie wir in Satz 3.2.3/ sehen werden, ldsst sich das Si-
gnum tuber die Homomorphismus-Eigenschaft leicht berech-
nen, indem man eine Permutation als ein geeignetes Pro-
dukt von Permutationen mit bekanntem Signum schreibt.

Siehe auch Ubungsaufgabe 3.5.
6) Sind a,beN und ggT (a,b) =1. Dann gilt
Zlab=Z]axZ]b

Dies ist eine Umformulierung des Chinesischen Restsatzes.
Zum Beweis siehe Ubung 3.8.

Praktisch werden Gruppen oft durch Erzeuger gegeben:

Definition 3.2.16 Sei E eine Teilmenge einer Gruppe G. Dann
ist (E) die kleinste Untergruppe von G, die E enthilt. Aquivalent
ist (E) der Durchschnitt aller Untergruppen U mit E c U c
G (denn der Durchschnitt von Untergruppen ist wiederum eine
Untergruppe).
Wir nennen (E) die von E erzeugte Untergruppe von G.
Fine Gruppe G heifit zyklisch, wenn es ein g € G gibt mit

G={g).

Fiir g € G ist offenbar

(9)={g" |reZ}
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mit
g =go..oyg
~——

g" = (g7!)7" fiir r < 0. Bei einer additiven Verkniipfung + schrei-
ben wir intuitiver r - g statt ¢g".

Beispiel 3.2.17 1) Die Restklassengruppe Z[n wird zyklisch
von 1 erzeugt.

2) Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch von 1 erzeugt.

3) Die Untergruppe nZ c (Z,+) wird zyklisch erzeugt von n,
also nZ = (n). Nach Beispiel 3.2.15 gilt nZ = 7.

Wir werden spéter zeigen, dass alle zyklischen Gruppen bis
auf Isomorphie von der Form Z oder Z/n sind (siche Beispiel

Definition 3.2.18 Sei g € G ein Element einer Gruppe. Dann
heifst
ord (g) = |{g)]

die Ordnung von g.
Siehe auch Ubungsaufgabe 3.9.

Beispiel 3.2.19 Flir die Drehung des Tetraeders uwm 120°
(1 3 4
77\ 134 2

(o) ={id=0", 0", 0%} 2 Z/3

und somit ord (o) = 3.

W N

erhalten wir
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3.2.2 Gruppenoperationen

Gruppen werden in der Mathematik betrachtet, da sie als Men-
gen von Symmetrien von Objekten auftauchen. Um Symmetrie-
gruppen einzufiihren, verwenden wir die Notation einer Opera-
tion.

Definition 3.2.20 Sei (G,o) eine Gruppe und M eine Menge.
FEine Operation von G auf M (von links) ist eine Abbildung

GxM — M

(g,m) +— g-m

die folgende Bedingungen erfillt:

1)

fir alle me M.

2)
(aob)-m=a-(b-m)

fiir alle a,be G und me M.

Bemerkung 3.2.21 Analog kann man auch Operationen von

rechts
MxG — M

(m,g) = m-g

betrachten mit m-e=m und (m-a)-b=m-(aob).

Es scheint erst einmal iberfliissig beide Notationen zu haben,
jedoch gibt es Situationen, bei der es zwei unterschiedliche ka-
nonische Definition fir eine Operation gibt. Ein Beispiel ist die
Operation einer Untergruppe H ¢ G von auf G durch HxG — G,
(h,g) = hog von links und Gx H - G, (g,h) = goh von rechts,
auf die wir spdter noch ausfihrlich zurickkommen.

Bemerkung 3.2.22 Anders formuliert ist eine Operation von
G auf M ein Gruppenhomomorphismus

pr G — S(M)

g = s0(g)=(M — M )

m = g-m

von G in die Gruppe der Selbstabbildung von M.
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Beweis. Wir iiberpriifen, ob ¢ (g) fiir alle g € G bijektiv und ¢
ein Homomorphismus ist: Sei g-mq = g-my fiir my, my € M, dann
folgt

mp=e-mp= (g_log).ml :g_l.(g.ml)

=g (g-ma)=(g7" og) ma=e-my=my.

Jedes m € M liegt im Bild von ¢ (g), denn m =e-m = g-(g~'-m).
Weiter gilt

w(goh)=(mw(goh) -m)=(mwg-(h-m))
=(meg-m)o(mwh-m)=p(g)op(h).

Beispiel 3.2.23 S, operiert auf {1,...,n} durch
Spx{l,..,n} — {l,.,n}
(0, 7) —  a(j)
Ein anderes zentrales Beispiel ist die Operation der Gruppe

der Bewegungen auf dem R”:

Definition 3.2.24 Fine Euklidische Bewegung f : R® - R™ ist
eine Abbildung, die den Euklidischen Abstand

lz] = VEiLi2?

erhdlt, d.h. mait
|z =yl =[f(z)-f(W)l

fiir alle x,y € R™. Abbildung 3.7 zeigt eine Bewegung, die sich
aus einer Translation und einer Drehspiegelung zusammensetzt.
Die Menge E(n) der Euklidischen Bewegungen des R™ ist mit
der Komposition eine Gruppe, die Bewegungsgruppe.

Sei M c R™ eine Teilmenge. Die Gruppe

Sym (M) = {AeE(n) [ A(M) =M}

heifit Symmmetriegruppe von M.
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-4 - v

Abbildung 3.7: Beispiel einer Bewegung des R2.

Beispiel 3.2.25 (Symmetriegruppe) Wir beschreiben die Sym-
metriegruppe Sym (D) des gleichseitigen Dreiecks D.

3
1/\2

Jede Symmetrie ist eine Drehung oder Spiegelung

7N
A

1

I

~—F

AN

) S

o

-/

Jede Symmetrie ist eindeutig durch ihre Wirkung auf den Ecken
festgelegt. Durch Nummerieren der Ecken konnen wir also jedes
Element als eine bijektive Abbildung {1,2,3} - {1,2,3} auffas-
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sen. Genauer haben wir einen Gruppenisomorphismus ¢

Sym(D):{idQ/;/\ Al & A}

@

Si= (id { \ / N (102 (1o3) (203)
1 2 1 2

Dieser wird induziert durch die Operation von Sym (D) auf den
Ecken des Dreiecks

Sym (D) x {1,2,3} — {1,2,3}.

o)

~_F
die Drehung um 120°, dann gibt die Operation die Zuordnung

Bezeichnet etwa

(7“120, 1) > 2, (7”12072) = 3, (7“12073) 1

se-(432)

Beispiel 3.2.26 (Bahn und Stabilisator) Gegeben ein Punkt
des gleichseitigen Dreiecks D, wollen wir untersuchen, auf wel-
che anderen Punkte dieser unter der Operation

also

Sym (D) x D — D

abgebildet werden kann. Diese Menge nennt man die Bahn, die
Anzahl der Elemente die Linge der Bahn. Beispiele von Bahnen
sind

3 3
1 2 1 2
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Die Operation auf D induziert eine Operation
Sym (D) x 2P —s 2P

auf der Menge aller Teilmengen von D. In der Bahn der schwar-
zen Teilmenge liegt auflerdem noch die weisse Teilmenge:

3

1 2

Andererseits kann man die Menge aller Elemente von Sym (D)
betrachten, die einen gegebenen Punkt (oder eine Teilmenge)
festhalten. Die Ecke 1 wird festgehalten von {id, (2 < 3)}, der
Mittelpunkt m von Sym (D) und der Punkt p; nur von der Iden-
titdt. Die schwarze Teilmenge wird festgehalten von

3 3
A WA
1\_}2 1w2

Wir beobachten, dass diese Mengen stets Untergruppen von
Sym (D) sind, und das Produkt der Gruppenordnung mit der
Linge der jeweiligen Bahn stets |Sym (D)| =6 ergibt

Bahn festgehalten von
1 {1,2,3} {id, (2 < 3)} 3-2=6
m  {m} Sym (D) 1-6=6
p1 Ap1,-pep {id} 6-1=6

Dies werden wir in Abschnitt 5.2.) zeigen.
Zunichst formalisieren wir aber diese Ideen:

Definition 3.2.27 Sei G x M — M eine Operation. Fir me M
nennt man

Gm={gm|geG}c M

die Bahn (oder den Orbit) von m. Ist N ¢ M eine Teilmenge,
dann heifst
Stab(N)={geG|gN =N}



3. GRUPPEN 67

der Stabilisator der Menge N. Fiir ein Element m e M sei
Stab (m) ={ge G| gm =m} =Stab ({m}).

Bemerkung 3.2.28 Zwei Bahnen Gmy und Gmsy sind entweder
gleich oder disjunkt. In der gleichen Bahn zu sein ist also eine
Aquivalenzrelation.

Beweis. Existiert ein

ms € Gmy N Gmey
dann gibt es g1, g2 € G mit

m3 = gimy = g2

also
_ -1
Mg =gy g1Mmsa.

Damit ist ms € Gmy, und somit Gmo ¢ Gmy, ebenso gilt die
andere Inklusion, also Gmy =Gm;. m

Definition 3.2.29 Die Menge der Bahnen bezeichnen wir mait
M|G (Quotient von M nach G). Jedes Element m € Gmy nen-
nen wir einen Reprdsentanten der Bahn, denn Gm = Gm;.
Weiter heifst
T M — M|G
m +— Gm

Quotientenabbildung.
Mit obigen Bemerkungen sieht man:

Definition und Satz 3.2.30 Sei G x M — M eine Operation.
Ein vollstindiges Reprasentantensystem der Bahnen ist ei-
ne Teilmenge R c M, sodass jede Bahn Gm genau ein Element
von R enthdlt.

Dann ist M die disjunkte Vereinigung

M:UG'T

reR
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Definition 3.2.31 Ist 0 € S,,, dann zerlegt die Operation von
(o) die Menge {1,...,n} in Bahnen der Form

(o) = {x,a(x) ,o2(x), ..., 0! (a:)}

und t minimal mit ot (x) = x. Gibt es nur eine Bahn der Ldnge
t>1 (d.h. alle anderen haben Ldnge 1), dann heifit o Zykel der
Ordnung t, und wir schreiben

o=(z,0(x),0%(x),...0c07" (z)).

Transpositionen sind Zykel der Linge 2. Fiir das neutrale Ele-
ment schreiben wir ().

Bemerkung 3.2.32 Der Zykel
o=(ay,...,a;) €S,
ist also die Abbildung

{1,...,n} —A{1,...,n}
a1 /> G2

Qg —> as

Qg1 — Ay
Qg —>

a+—a sonst.
Es gilt ord(o) =t.

Beispiel 3.2.33 Flir die Drehung

(123 4
9701 3 4 2

des Tetraeders um 120° (siehe auch Beispiel 3.2.19) erhalten wir
die Zerleqgung in Bahnen

w N

{1,2,3,4} = {1} 0 {2,3,4} .
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Somit ist o ein Zykel und unter Beachtung der Reihenfolge der
Bahnelemente erhalten wir

g = (27 37 4)7
d.h. 23, 3—4, 4~ 2.
Die Drehung
s (1 2 3 4
77 1 423
des Tetraeders um 240° gibt dieselbe Zerlegung in Bahnen {1,2,3,4} =
{1} U{2,3,4}, allerdings ist
0?=(2,4,3).
Satz 3.2.34 FEs qgilt:

1) Jedes Element der S, ist ein Produkt elementfremder Zy-
kel.

2) Jedes Element der S,, ist ein Produkt von Transpositionen.
Beweis. Sei 0 € 5,.

1) Sei{xy,...,x,.} ein vollstandiges Reprasentantensystem der
Bahnen der Operation von (o) auf {1,...,n}. Schranken wir
o als Abbildung auf die Bahn (o) z; ein, erhalten wir einen
Zykel o; und
O=01"...:0p

2) Mit 1) kénnen wir annehmen, dass o ein Zykel (yo, .., ¥1-1)
ist. Dann gilt

(y07 --.,yt_1) = (yo7y1) T (yt—27yt—1)~
[]

Beispiel 3.2.35 Sei

(12 3 4
7714 1 2 3

w0 o
NN
o
o ©
N —

)
9
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Die Operation von (o) zerlegt

{1,...,9} ={1,2,3,4}u{5,9} u{6,8} U {7}
. disjunkte Bahnen und
o=(1,4,3,2)(5,9) (6,8)
=(1,4)(4,3)(3,2) (5,9) (6,8).
Siehe auch Ubungsaufgabe 3.7.

Bemerkung 3.2.36 Ist 0 = 71 - ... - 7. mit Transpositionen ;,
dann konnen wir das Signum von o sofort berechnen als

sign(o) = (-1)",

denn sign st ein Gruppenhomomorphismus und signt = -1 fir
jede Transposition .

Beweis. Angenommen 7 = (k,1) und k < [. Dann ist

-1 firi=kund j=1

T(@)-7@G) _ )1 firdjé{k 1}
i l—_k] firi=%k und j #1
=7 firi#kund j=1

1—

1T

En

.

also
. -k 11—k
son(r) =< [T =2 A2 ik i
j mit j mlt 1 mit - imit ¢
I<j k<j<l k<i<l i<k
. —_— ——
>0 1 >0

denn die beiden mittleren Summen kiirzen sich weg, und alle
Zahler und Nenner des ersten und letzten Produktes sind nega-
tiv. Somit ist sign7 < 0 also signT=-1. m

Beispiel 3.2.37 Fir
o =(1,4,3,2)(5,9) (6,8)
=(1,4)(4,3)(3,2) (5,9)(6,8)

erhalten wir
sign(o) = (-1)° = -
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Bemerkung 3.2.38 Aus der Darstellung einer Permutation o =
€10....0¢, als Produkt disjunkter Zykel c; der Linge m; ldsst sich
die Ordnung von o bestimmen als

ord(o) = kgV(my,...,m,).

Fiir den Beweis siehe Ubungsaufgabe 3.9.

Beispiel 3.2.39 Fir o =(1,4,3,2)(5,9) (6,8) erhalten wir
ord(c) =kgV(4,2,2) = 4.

Wir kénnen dies auch direkt nachrechnen

o?=(1,4,3,2)%(5,9)%(6,8)% = (1,3)(2,4)
o3 =(1,2,3,4)(5,9)(6,8)
ot =id.

Fiir Untergruppen der S,, implementiert das Computeralge-
brasystem GAP, siehe [12], Algorithmen zur Berechnung im We-
sentlichen aller in diesem Kapitel eingefithrten Objekte.

Beispiel 3.2.40 Wir bestimmen ord(o) fir
o=(1,4,3,2)(5,9)(6,8)

mit Hilfe von GAP:
sigma:=(1,4,3,2)(5,9)(6,8);
(1,4,3,2)(5,9)(6,8)
sigma”2;
(1,3)(2,4)
sigma”3;
(1,2,3,4)(5,9)(6,8)
s1gma’4;
9
Somit gilt ord(o) = 4. Dies berechnet GAP auch (mittels Be-
merkung 3.2.38) durch:
Order(sigma);
4
Man beachte, dass man, abweichend von der tblichen Kon-
vention, zur Berechnung von oot fir o,7 € S, in GAP 7x¢



3. GRUPPEN 72

eingeben muss (d.h. Abbildungen nehmen ihr Argument auf der
linken Seite). Wir uberprifen in GAP, dass mit T =(2,5) gilt

oot =(1,4,3,2)(5,9)(6,8) o (2,5)
= (1,4,3,2,9,5)(6,8).

tau:=(2,5);;
tau*sigma;

,,,,,

Bemerkung 3.2.41 Die symmetrische Gruppe Sz wird von (1,2)
und (2,3) erzeugt
Sy = <(1’ 2) ) (273»
denn (1,2)(2,3) = (1,2,3) und (1,2)(2,3) (1,2) = (1,3). Allge-
mein qilt
Sn=((1,2),(2,3),....,(n-1,n)),

siehe auch die Ubungsaufgaben 3.21 und 3.22.

Beispiel 3.2.42 In GAP kénnen wir eine Gruppe ein Erzeug-
nis wie folgt definieren:

G:=Group((1,2),(2,3));

Group([(1,2),(2,3)])

Elements(G);

|:()" (2‘3)7 (]'/2)” (17273)7 (1"372)” (1‘3)]

3.2.3 Operation durch Translation

Bisher haben wir als Gruppenoperationen die Operation von
Sym( M) auf einer Menge M und von S, auf {1,...,n} betrachtet.
Ein weiteres wichtiges Beispiel ist die Operation einer Gruppe

(G, o) auf sich selbst

GxG—G
(g,h) > goh

gegeben durch die Verkniipfung (dies ist eine Operation sowohl
von links als auch von rechts). Sie spielt die entscheidende Rolle
im Beweis des folgenden Satzes, der eine zentrale Bedeutung fiir
das praktische Rechnen mit Gruppen hat: Er erlaubt es, jede
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endliche Gruppe als Untergruppe einer S,, aufzufassen. In dieser
Darstellung kénnen wir die Gruppe dann im Computer handha-
ben.

Satz 3.2.43 (Cayley) Jede Gruppe G ist isomorph zu einer
Untergruppe der Gruppe der Selbstabbildungen S (G).

Inbesondere fiir n = |G| < oo kénnen wir G als Untergruppe
von S, = S (G) auffassen.

Beweis. Die Abbildung
e: G - S(G)
N G - G
g h = gh
ist ein Gruppenhomomorphismus und
Kerp={geG|gh=h VYheG}={e}
(mit der Eindeutigkeit des neutralen Elements) also ¢ injektiv.

Somit gilt
G 2 Bild(y) c S(G).

]
Fiir endliche Gruppen kann man die Verkniipfung

GxG—3d
(g,h) = goh

mittels einer Tabelle angeben, der Verkniipfungstafel.
Beispiel 3.2.44 Die Gruppe
G=2/4={0,1,2,3}

hat die Verkniipfungstafel

Wl Nl =] Ol +
wl | = o o
Sl Wl Do ||
— Ol Wl M| N
DOl = O Wl wol
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In jeder Zeile und Spalte steht jedes Element genau einmal. Die
Zeilen der Verknipfungstafel spezifizieren o(g), in dem Beispiel
15t etwa

Eine Gruppe ist abelsch genau dann, wenn ihre Verkniip-
fungstafel beziiglich der Diagonalen symmetrisch ist. Das Asso-
ziativgesetz lasst sich der Tabelle nicht unmittelbar ansehen.

Analog zur Operation einer Gruppe auf sich selbst kann man
auch die Operation einer Untergruppe betrachten:

Beispiel 3.2.45 Wie in Beispiel 3.2.7 gezeigt, sind die Unter-
gruppen von (Z,+) von der Form

nZ={n-k|keZ}.

Fine Gruppenoperation von nZ auf 7 (von rechts) ist gegeben
durch

Zxnli— 7

(a,n-k)y»a+n-k
Die Bahnen sind genau die Restklassen modulo n
a=a+nZ={a+n-k|keZ}.

Analog konnten wir von links durch Addition operieren und er-
halten dieselben Bahnen, da + kommutativ ist. Aufgrund der 1ib-
lichen Notation a +nZ fir Restklassen bevorzugt man aber die
Schreibweise von rechts.

Wir haben in Beispiel 5.2.8 schon gesehen, dass die Menge
dieser Bahnen mit der Addition

a+b=(a+nZ)+(b+nZ)=(a+b)+nZ=a+b

wieder eine Gruppe Z[n ist.
Spdter werden wir allgemein untersuchen, wann eine Menge
von Bahnen einer Untergruppe wieder eine Gruppe bildet.

Zunéchst formulieren wir dieses Konzept allgemein:
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Definition 3.2.46 (Nebenklassen) Sei H ¢ G eine Unter-
gruppe. Dann definiert die Verkniipfung in G eine Operation von
H auf G

HxG— G, (h,g)— hog

von links, und ebenso eine von rechts
GxH—G, (h,g)—> goh.

Fiir g € G heiffen die Bahnen dieser Operation
Hg:=Hog:=={hog|heH}

bzw.

gH::goH::{goh|h€H}

rechte bzw. linke Nebenklassen von g.

Satz 3.2.47 Sei H c G eine Untergruppe. Je zwei Nebenklassen
von H haben gleich viele Elemente.

Beweis. Seien a,b € G. Dann stehen aH und bH in Bijektion
zueinander durch Multiplikation mit ba~! von links

g + baly

¢ L q

@] U

aH — bH

ah +—— balah =bh

(was ist die Umkehrabbildung?). Die rechten und linken Neben-
klassen aH und Ha stehen in Bijektion vermoge Konjugation
mit a
g — alga
1:1

G — d
U U
aH — Ha

ah +— alaha=ha

(was ist die Umkehrabbildung?). Die Operation durch Konjuga-
tion diskutieren wir auch in Aufgabe 3.12. m
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Corollar 3.2.48 (Indexformel) Sei H c G eine Untergruppe.
Es gilt
G| =|G/H]-|H|

insbesondere in einer endlichen Gruppe teilt |H| die Gruppen-
ordnung |G|.

Definition 3.2.49 Ist H c G eine Untergruppe, so heifst
(G H) = |G/H]
Index von H in G.
Wir bemerken zunachst, dass

H —-aH
h~ ah

eine Bijektion ist (siche den Beweis von Satz 3.2.47), also
laH| =[H].

Wir beweisen nun die Indexformel:
Beweis. Nach Definition und Satz 3.2.30 ist G die disjunkte
Vereinigung aller a4 mit a aus einem vollstdndigen Reprasen-
tantensystem R, also falls |G| < oo gilt

Gl = ) laH]| = |R|-|H]|

acR

(mit Satz 3.2.47). Ist |G| = oo, dann auch |G/H| = oo oder |H| =

co. N

Beispiel 3.2.50 Die Gruppe G = Z]6 der Ordnung 6 hat die
Untergruppen

@)
)

mit den Ordnungen 1,2,3 und 6.
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Bemerkung 3.2.51 Man beachte, dass es in einer Gruppe nicht
zu jedem Teiler eine Untergruppe geben muss, z.B. hat die Ay =
{o €Sy |sign(o) =1} keine Untergruppe der Ordnung 6. Der fol-
gende GAP-Code berechnet alle méglichen Ordnungen von Un-
tergruppen der Ay:
G:=AlternatingGroup (4);;
Order(G) ;
12
L:=ConjugacyClassesSubgroups(G);;
List(List(L,Representative),Size);
[ 1, 2, 3, 4, 12 ]

Im Kontext der sogemannten Sylowsdtze kann man zeigen,
dass es zu jedem Primpotenzteiler von |G| eine Untergruppe gibt.

Aus der Indexformel (Satz 3.2.48) erhalten wir mit H = (g):

Corollar 3.2.52 In einer endlichen Gruppe G ist die Ordnung
eines Elements g € G ein Teiler der Gruppenordnung |G|, d.h.

ord (g) | G].
Corollar 3.2.53 Jede Gruppe G mit |G| prim ist zyklisch.

Beweis. Aus der Indexformel erhalten wir, dass G nur die Un-
tergruppen {e} und G besitzt. Somit ist fiir jedes e # g € G schon

{e}#{9)=G

3.2.4 Bahnengleichung

Wir betrachten nun wieder die Operation einer Gruppe G auf
einer Menge M und fragen nach der Beziehung zwischen der
Bahn eines Elements m € M und dem Stabilisator von m.

Satz 3.2.54 Se:
GxM-—M

eine Operation, m € M und

H :=Stab(m).
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Dann gibt es eine natiirliche Bijektion

G/H — Gm
gH —  gm

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert: Ist gH = ¢’H, dann
g' € gH, also g’ = gh mit h € H. Es folgt

g'm=ghm=gm,

da m von h stabilisiert wird. Die Abbildung ist offenbar surjektiv.
Sie ist auch injektiv, denn

gim = gam = gy ga € H =

92=0197 92 € 1 H = g1 H = g H.

Corollar 3.2.55 (Bahnformel) Sei GxM — M eine Opera-
tion und m € M. Dann gilt

G| - [Stab (m)| = |G].

Beweis. Es ist
|Gm| = |G/H|

mit Satz 3.2.54 und
|G/H|-|H|=|G]
nach der Indexformel 3.2.48. =

Beispiel 3.2.56 (Symmetriegruppe des Tetraeders) SeiT
ein requldrer Tetraeder mit den Ecken 1,....4 wie in Abbildung
3.8. Die Symmetrien von T sind durch ihre Wirkung auf den
Ecken eindeutig bestimmt. Wir kénnen also die Symmetriegrup-
pe Sym (T') von T als Untergruppe von Sy auffassen.

Die Spiegelung an der Ebene, aufgespannt durch eine Kan-
te und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite, entspricht
einer Transposition, z.B. die Spiegelung an der in Abbildung
3.9 eingezeichneten Ebene entspricht (2,3). Da die Sy von den
Transpositionen erzeugt wird, folgt:
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Abbildung 3.8: Tetraeder

Beispiel 3.2.57 (Bahnen und Stabilisatoren) Fr die Ope-
ration von G =Sy auf dem Tetraeder T mit Mittelpunkt 0 durch
Permutation der Vertices von T' betrachten wir die Bahnen Gm
fir die Punkte m €T, die in Abbildung 3.10 markiert sind:

Bahnen Gm |Gm| | Stabilisatoren Stab (m) |Stab (m)]
Gl=1{1,2,3,4) |4 |5 6

Stab (mlg)
o 6 |- e (12),(34),(12) (30} |4
—{mlg,...,m34} ;ZQXZQ
Gp 24 Stab (p) = {e} 1
G0 = {0} 1 Stab (0) = Sy 24

Wir bemerken, dass stets |Gm|-|Stab (m)| =|G|.

Bemerkung 3.2.58 Umgekehrt kann man die Ordnung der Sym-
metriegruppe bestimmen mittels der Formel

|G| = |Gm]-[Stab (m))

bestimmen, falls fiir einen Punkt m sowohl Linge der Bahn als
auch Ordnung des Stabilisators bekannt ist. Dazu wéihlen wir den
Punkt m so, dass er auf keiner Drehachse oder Spiegelebene liegt.

Fiir den Tetraeder kéinnen wir etwa m = p wie in Abbildung
3.10 wahlen.



3. GRUPPEN 80

3

Abbildung 3.9: Spiegelsymmetrie (2,3) des Tetraeders

Satz 3.2.59 (Bahnengleichung) Sei R c M ein vollstindiges
Reprisentantensystem der Bahnen einer Operation G x M — M.

Dann gilt
G|
M=S =
M| Z |Stab (r)]

reR

Beweis. M ist nach Definition und Satz 3.2.30 die disjunkte
Vereinigung

M=JGr
reR
also G
M= TG r]= Y e
219 11= 2 b (0
]
Beispiel 3.2.60 Die Permutation
(123456789 10
7"l 412397658 10
=(1,4,3,2)(5,9,8) (6,7)

erzeugt eine zyklische Gruppe

G={(o)= {id,a, a?, ..., ,011}
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Abbildung 3.10: Bahnen von Punkten des Tetraeders

der Ordnung 12 = kgV (4, 3,2) (siehe Aufgabe 3.9 zur Berechnung
der Ordnung). Die Operation von (o) zerlegt

{1,...,10} ={1,2,3,4} U {5,8,9} U{6, 7} U {10}
in Bahnen. Also gilt die Bahnengleichung

10=4+3+2+1
12 12 12 12
= —— =+ —
3 4 6 12
mit
Stab (1) = {id, 0", 0%}
Stab (5) = {id,ag,aﬁ,ag}
Stab (6) = {id, 0% 0% 0%, 08, 010}
Stab (10) = {id,01,02, ...,011} =G,

wobei wir das vollstindige Reprasentantensystem R ={1,5,6,10}
gewdhlt haben.

Eine weitere Anwendung ist die Klassifikation von Graphen
bis auf Isomorphie:
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3.2.5 Anwendung: Aufzihlen von Graphen

Definition 3.2.61 Fin Graph (ungerichtet und ohne Mehrfach-
kanten) ist ein Tupel (V,E) aus einer Menge V und einer Teil-
menge E c (‘2/) Dabei bezeichnet (‘2/) die Menge der zweielemen-
tigen Teilmengen von V , und V' heifit Menge der Vertices (oder
Knoten oder Ecken) und E Menge der Kanten (oder Edges) des
Graphen.

Beispiel 3.2.62 Durch V ={1,2,3} und E = {{1,2},{2,3}} ist
der Graph T' = (V, E) in Abbildung 3.11 gegeben.

2 3

1

Abbildung 3.11: Graph

Bemerkung 3.2.63 Es gibt offenbar genau 2(3) Graphen aufn
Vertices (Ubung).

Beispiel 3.2.64 Graphen haben Anwendungen z.B. in der Rou-
tenplanung (kirzester Weg/Rundweg), Erstellung von Fahrpli-
nen, Analyse von Netzwerken (Leitungsnetz, Internet) und bei
der Planung von Arbeitsschritten (out-of-order execution). Der
Graph in Abbildung 3.12 zeigt die Nachbarschaftsverhdltnisse von
Rheinland-Pfalz und seinen Nachbarn.

Oft will man Graphen, die durch Umnummerieren der Verti-
ces auseinander hervorgehen, gleich behandeln:

Definition 3.2.65 Zwei Graphen (Vi, Ey) und (Va, Es) heiflen
isomorph, wenn eine bijektive Abbildung ¢ : V| - V5 existiert,
sodass

{v,w} e By == {p(v),p(w)} € Ey

fiir alle v,w e V;.
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Abbildung 3.12: Nachbarschaftsverhéltnisse
2 3
1

Abbildung 3.13: Isomorphe Graphen

W

1

Beispiel 3.2.66 Die beiden Graphen in Abbildung 3.13 sind iso-
morph durch ¢ = (2,3) € Ss.

Satz 3.2.67 FEs gibt genau 4 Isomorphieklassen von Graphen
mit 3 Ecken.

Beweis. Die Graphen
° o ° !—4 [7
[ J
sind offenbar paarweise nicht isomorph. Wir zeigen, dass sie ein
vollstandiges Reprasentantensystem der Graphen mit 3 Vertices

bilden: Sei
V={1,2,3}

und sei M die Menge der Graphen mit Vertexmenge V', also

(M| =206) =23 =8,
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Die Gruppe G = S3 operiert auf M durch Permutation der Verti-
ces. Wir geben fiir jeden der obigen Graphen m den Isomorphie-
typ des Stabilisators und mit Hilfe der Bahnenformel die Lénge
der Bahn an:

m Stab(m) |Gm| r Stab(m) |Gm|
1 Ss 1 |3 Z)2 3
2 ZJ2 3 |4 7 Sy 1

Alle Bahnen zusammen haben also tatsachlich
8=1+3+3+1

Elemente. Somit bilden die vier angegebenen Graphen ein voll-
stindiges Reprisentantensystem der Bahnen der Operation von
G auf M. Weiter sind die Bahnen genau die Isomorphieklassen.
|

Siehe auch Ubungsaufgabe 3.15.

3.3 Normalteiler

3.3.1 Normalteiler und Quotientengruppe
Sei H eine Untergruppe von (G, o) und

G/H ={gH |geG}
die Menge der linken Nebenklassen

gH={goh|heH}

von H, d.h. die Menge der Bahnen der Translationsoperation

GxH -G, (g,h)»gohvon H auf G.

Beispiel 3.3.1 Fir H =nZ c 7 = G haben wir schon gesehen,
dass die Menge

G/H=7/n={0,. n=1)
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der Nebenklassen
a=a+ns

mit der von der Addition in Z induzierten Verkniipfung

G+bi=a+b
zu einer Gruppe wird.

Ist es allgemein der Fall, dass G/H mit der von G induzierten

Verkniipfung
aH-bH = (aob)H

zu einer Gruppe wird? Wie im Fall von Z/n liegt das Problem in
der Wohldefiniertheit der Verkniipfung, d.h. der Unabhéngigkeit
von der Wahl der Reprasentanten a, b der Nebenklassen a H und
bH.

Beispiel 3.3.2 Wir betrachten nochmals die entspechende Rech-
nung fir Z/n: Sei a; = a3 und by = by, also a; = ay +k-n und
bi=by+1-n, so gilt

aj+bi=as+k-n+by+l-n=ay+by+(k+1)-n,

also a1 + by = ag + by. Wir haben hier k-n und by vertauscht. Dies
war nur méglich, da G =7 abelsch ist.

Nun zum allgemeinen Fall. Ist G/H mit aH -bH = (a0 b)H
eine Gruppe, dann ist die Quotientenabbildung

7:G— G[/H, g— gH
ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle a,b € G gilt
mw(a) -7(b) =aH -bH = (aob)H =7(aob).

Dann ist

n(e)=eH=HeG|H

das neutrale Element und somit H = Ker (7). Fiir den Kern eines
Gruppenhomomorphismus beobachten wir allgemein:
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Bemerkung 3.3.3 Se:
0:G— F
ein Gruppenhomomorphismus und
H =Ker(y) cG.
Dann gilt fir g e G und
gHg™" = {ghg™ |he H},

dass
gHg'=H.

Beweis. Ist h € Ker ¢, dann gilt fiir jedes g € G

o (ghg™) =2 (@) e (M e(9) =9 e(9) " =¢
also ghg™' € H und somit
gHg ' c H.

Ersetzen wir g durch g7!, so erhalten wir die andere Inklusion.
[ |

Untergruppen, die diese Eigenschaft des Kerns haben, nennt
man Normalteiler:

Definition 3.3.4 Sei H c G eine Untergruppe. H heifit Nor-
malteiler von G (in Zeichen H « G ), wenn

gHg™ ' = H fiir alle ge G

(dquivalent ist gH = Hg fiir alle g € G oder gHg™' ¢ H fiir alle
ge@G).

Allgemeiner als das obige Beispiel gilt:

Bemerkung 3.3.5 Ist p: G — F ein Gruppenhomomorphis-
mus und M c F ein Normalteiler, dann ist =t (M) c G ein
Normalteiler. Ist ¢ surjektiv und N c G ein Normalteiler, dann
ist o (N) c F' ein Normalteiler.
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Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 3.17.

Satz 3.3.6 Sei H c G eine Untergruppe. Die Menge G/H ist
genau dann mit der von G induzierten Verkniipfung

aH-bH = (aob)H

eine Gruppe, wenn H ein Normalteiler ist. Wir bezeichnen dann
G/H als die Quotientengruppe.

Beweis. Die Notwendigkeit, dass H Normalteiler ist, haben wir
schon gezeigt. Die Bedingung ist auch hinreichend: Sei H ¢ G
Normalteiler. Wir zeigen, dass

aH-bH = (aob)H

eine wohldefinierte Verkniipfung definiert, d.h. gegeben andere
Reprasentanten

ay € CLlH bg € blH
miissen wir zeigen, dass
(CL2 o b2)H = ((1,1 o bl)H

Schreibe
6L2=6L10h bgzbloh,

mit h,h’ € H. Da H ein Normalteiler ist, gilt
Hb=bH,
also existiert ein h” € H mit
hob=boh"
und damit
(ago0by)H = (ajohobioh’)H =(ajobyoh” oh')H = (aob)H.

Man beachte, dass hH = H fiir alle h € H, da Multiplikation mit
h eine bijektive Abbildung H - H gibt (warum?).
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Wir iiberpriifen noch, dass diese wohldefinierte Verkniipfung
auf G/H tatséchlich eine Gruppenstruktur definiert: Assoziati-
vitat

(aH-bH)-cH =aH - (bH - cH)
folgt aus (aob)oc=ao (boc). Weiter ist

e =H
das neutrale Element und
(aH) '=a'H
das Inverse von aH. m

Beispiel 3.3.7 Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein
Normalteiler. Zum Beispiel sind die Untergruppen nZ c (Z,+)
Normalteiler. Wir diberprifen dies nochmals anhand der Defini-
tion: Fir alle g € Z qilt

g+nZ={g+nk|keZ}
={nk+qg|keZ}=nZ+yg.

Die Quotientengruppen sind die Restklassengruppen
ZInZ =7]n = {6, ey — 1} .

Das neutrale Element ist 0 = 0+ nZ = nZ und das Inverse —a =
—a=n-a.

Beispiel 3.3.8 A, = ker(sign) c S,, ist nach Bemerkung 5.53.3
ein Normalteiler. Wir diberprifen dies nochmals anhand der De-
finition: Fiir alle T € S,, und o € A,, gilt

sign(7 oo o77!) =sign(7)sign(o)sign(7)! = sign(o) = 1.
Bemerkung 3.3.9 Jede Untergruppe U c G vom Index % =
[G:U] =2 ist ein Normalteiler von G.

Den kurzen Beweis geben wir in Ubungsaufgabe 3.16. Siehe
auch Ubungsaufgabe 3.13.
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3.3.2 Homomorphiesatz

Ist ¢ : G — F ein Monomorphismus, dann kénnen wir G
Bild (¢) c F' als Untergruppe von F auffassen. Anderenfalls kann
man ¢ mittels der Quotientengruppenkonstruktion injektiv ma-
chen:

Satz 3.3.10 (Homomorphiesatz) Sei ¢ : G — F ein Grup-
penhomomorphismus. Dann gilt

G/ Ker p 2 Bild (p) .
Beweis. Wir definieren
?: G/ Kerp — Bildp
¢ (aKerp) = (a)
Dies ist wohldefiniert, da

a' = ah € aKerp mit h € Kery
=@ (a)=¢p(a)-¢(h)=¢(a)-e=p(a).

Mit ¢ ist auch @ ein Homomorphismus, surjektiv auf das Bild
von ¢, und injektiv, denn

P(aKeryp)=e
=>p(a)=e=>acKergp
= aKeryp =Kerp = eg/Kere-

|
Also faktorisiert ¢ : G — F in

G “ F
Projektion J 1 Inklusion
G/Kerp = Bildyp

Beispiel 3.3.11 Sein > 2. Angewendet aufsign : S,, -~ ({-1,1},)
mit Kern A, und Bild(sign) = {-1,1} = Z/2 gibt Satz 3.3.10,
dass

SulAn 2 Z)2.
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Beispiel 3.3.12 Die Kleinsche Vierergruppe
Vy= {() ) (17 2) (374) > (17 3) (274) ’ (174) (27 3)}

st ein Normalteiler von Sy und fiir die Quotientengruppe gilt
54/‘/4 c 53.

Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 3.18, wo wir den Isomorphis-
mus geometrisch interpretieren, indem wir die Sy als Symme-
triegruppe des Tetraeders auffassen.
Man kann S,/Vy = Ss auch mit Hilfe von GAP beweisen:
S4 :=SymmetricGroup (4);;
NormalSubgroups (54);
[ Group(()),
Group ([ (1,4)(2,3), (1,3)(2,4) 1),
Group ([ (2,4,3), (1,4)(2,3), (1,3)(2,4) 1),
Sym( [ 1 .. 4] ) 1]
V4:=Group((1,2)(3,4),(1,3)(2,4));;
Elements(V4);
[ O, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ]
Q:=S4/V4;;
Order(§) ;
6
IsomorphismGroups (g, CyclicGroup (6));
fail
IsomorphismGroups (§, SymmetricGroup (3));
[ f1, f2 ] > [ (2,3), (1,2,3) ]

Beispiel 3.3.13 (Klassifikation zyklischer Gruppen) FEine
zyklische Gruppe G ist eine Gruppe die von einem einzigen Ele-
ment g € G erzeugt wird, also G = (g). Dann ist

pi(Z,+) — (9)=G
k' — gF

ein Epimorphismus. Die Ordnung ord (g) = |G| kann endlich oder
unendlich sein. Im Fall ord (g) unendlich ist ¢ ein Isomorphis-
mus, denn nur ¢° = e. Anderenfalls ist Ker p = (n) = nZ (da jede
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Untergruppe von Z von der Form nZ ist) und der Homomorphie-
satz gibt

ZnZ = (g)
kg

Somit haben wir gezeigt: Jede zyklische Gruppe G endlicher Ord-
nung ist isomorph zu Z[nZ mit n = |G|, jede zyklische Gruppe
unendlicher Ordnung ist isomorph zu Z.

3.4 TUbungsaufgaben

Ubung 3.1 Basteln Sie Papiermodelle der Platonischen Korper
Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder (siehe
Abbildung 3.1).

Ubung 3.2 Sei G eine Menge zusammen mit einer Verkniip-

fung
o: GxG — @G

(a,b) +~ aob
die folgende Aziome erfiillt:

(G1) Assoziativitit

ao(boc)=(aob)oc Va,b,ceq.

(G2’) Es existiert ein linksneutrales Element, d.h. ein

eedd

mit
eoa=a Vaced.

G3’) Ewxistenz des Linksinversen, d.h. Va e G a1 e G mit
(GS) ,

atoa=e.

Zeigen Sie:

1) Fiir a,be G gilt: Ist aob=e, dann ist auch boa =e.
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2) Es istaoe=a fir alle g€ G.

3) Das neutrale Element von G ist eindeutig.

4) Die Inversen der Elemente von G sind eindeutig.
5) Fiira,beG ist (aob) ™ =bloa.

6) FiiraeG ist (a1)™" =a.

Ubung 3.3 Untersuchen Sie, ob durch die folgenden Definitio-
nen eine Halbgruppe, ein Monoid oder eine Gruppe gegeben ist:

1) Ru{-oo} zusammen mit der Verkniipfung

a®b = max{a, b},

2) 3+6Z={3+6-k|keZ} mit der Addition,

3) R™ mit der Verkniipfung
(CL17 ...,an) + (bl, 7bn) = (a1 + bl, vy Gy + bn)

Ubung 3.4 Sei ¢ : Gi — Gy ein Gruppenhomomorphismus.
Zeigen She:

1) Ker () c Gy und Bild (¢) c Gy von ¢ sind Untergruppen.

2) Ist ¢ ein Isomorphismus, dann ist auch die Umkehrabbil-
dung
‘;0_1 1 Gy — Gy

ein Gruppenisomorphismus.
Ubung 3.5 Zeigen Sie, dass

sign: S, — ({#1},°)

n
o +—> sign(o)= 1111
k2

o(D)-0())
i—j

ein Gruppenepimorphismus ist.
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Ubung 3.6 Ldsst sich bei dem bekannten Schiebespiel folgende
Konfiguration

211,34
5/6|7|8
9110 11 12
13|14 |15

in die Ausgangsstellung

tberfiihren?

Ubung 3.7 Schreiben Sie

4 5 6 7 1234567
2657)’ T:(2314576)’
ooT und 7 oo sowohl als Produkt disjunkter Zykel als auch als

Produkt von Transpositionen. Bestimmen Sie jeweils Ordnung
und sign.

Q
Il
—_
W =
— DN
oo

Ubung 3.8 1) Zeigen Sie: Sind a,b € Z mit a,b > 1 und
ggT (a,b) = 1. Dann gilt

Z](a-b) = Z]axZ][b.

2) Bestimmen Sie das Urbild von (2 + 6Z, -7 + 35Z) unter dem
Gruppenisomorphismus

7,/210 = 7,6 x Z,/35.

Ubung 3.9 1) Sei G eine Gruppe und seien x,y € G mit
x-y=y-x und (x)n(y) ={e}. Zeigen Sie:

ord (z-y) =kgV (ord (z),ord (y)) .
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2) Sei

o=¢C...-C €5,

Produkt disjunkter Zykel c¢; der Lingen m;. Bestimmen Sie
ord (o).

Ubung 3.10 Welche Ordnungen treten bei den Elementen von
Se auf?

Ubung 3.11 1) Schreiben Sie jedes Element der Sy als Pro-
dukt disjunkter Zykel.

2) Ordnen Sie jedem o € Sy eine Partition von 4 zu (d.h. eine
Summe 4 = p1 + ... + p. mit p; > 1). Diese Partition nennt
man Zykeltyp von o.

3) Interpretieren Sie jeden Zykeltyp geometrisch, indem Sie
die Sy als Symmetriegruppe des Tetraeders (Abbildung 3.14)
auffassen.

3

Abbildung 3.14: Tetraeder

Ubung 3.12 1) Zeigen Sie: Die Abbildung

GxG — G

(a,b) +— aba™!

definiert eine Operation von G auf G von links, die Kon-
jugation.



3. GRUPPEN 95

4 3

Abbildung 3.15: Regelméfiges 5-Eck

2) Die Bahn von be G
b¢ = {aba™" |a € G}

heifst Kongugationsklasse vonb. Bestimmen Sie alle Kon-
jugationsklassen der Ss.

Ubung 3.13 Sei G die Symmetriegruppe des regelmdfigen 5-
Ecks (Abbildung 3.15). Bestimmen Sie

1) die Gruppenordnung von G (beweisen Sie Ihre Behaup-
tung),

2) alle Elemente von G als Permutationen der Ecken,

3) alle Untergruppen von G und welche davon Normalteiler
sind.

Ubung 3.14 Sei G = Sym (O) die Symmetriegruppe des Okta-
eders O. Durch Nummerieren der Ecken
6
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kénnen wir G als Untergruppe der Sg auffassen.

1) Bestimmen Sie die Gruppenordnung von G mit Hilfe der
Bahnformel.

2) Finden Sie Erzeuger von G und beweisen Sie Ihre Behaup-
tung mit Hilfe von GAP.

3) Bestimmen Sie die Konjugationsklassen von G mit Hilfe
von GAP.

4) Interpretieren Sie die Elemente von G geometrisch.

Hinweis: Verwenden Sie die GAP-Befehle Group, Order und
ConjugacyClasses.

Ubung 3.15 Zeigen Sie, dass es genau 11 Isomorphieklassen
von (ungerichteten) Graphen mit 4 Vertices gibt.

Ubung 3.16 Sei H eine Untergruppe von G. Zeigen Sie: Ist
[G:H] =2, dann ist H ein Normalteiler in G.

Ubung 3.17 Sei ¢ : G — F ein Gruppenhomomorphismus.
Zeigen Sie:

1) Ist M c F ein Normalteiler, dann ist o= (M) c G ein
Normalteiler.

2) Ist ¢ surjektivund N c G ein Normalteiler, dann ist o (N) c
F' ein Normalteiler.

3) Geben Sie ein Beispiel eines Gruppenhomomorphismus an,
dessen Bild kein Normalteiler ist.

Ubung 3.18 Zeigen Sie, dass die Kleinsche Vierergruppe

Vi={0,(1,2)(3,4),(1,3) (2,4),(1,4) (2,3)}

ein Normalteiler in Sy ist und fir die Quotientengruppe gilt

S4/‘/4 = Sg.
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2

Abbildung 3.16: Tetraeder mit Kantenmittendiagonalen

Geben Sie eine geometrische Interpretation, indem Sie die Sy als
Symmetriegruppe des Tetraeders auffassen.

Hinweis: Jede Symmetrie des Tetraeders T c R3 mit den
Ecken

€1 = (1,—1,—].) 62:(—1,1,—1) 63:(—1,—171) €4 = (1,1,1)

permutiert die Koordinatenachsen von R3, siehe Abbildung 3.16.
Dies induziert einen Gruppenhomomorphismus

@154 S3.
Ubung 3.19 Zeigen Sie, dass die Kleinsche Vierergruppe
Vi={0.(1,2) (3.4),(1,3) (2,4),(1,4) (2,3)}
ein Normalteiler in Sy ist und fir die Quotientengruppe gilt
Sy/Vy =2 Sy

Geben Sie eine geometrische Interpretation, indem Sie die Sy als
Symmetriegruppe des Tetraeders auffassen.

Ubung 3.20 Sei G die Symmetriegruppe des Ikosaeders.

1) Bestimmen Sie die Gruppenordnung von G.
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Abbildung 3.17: Tkosaeder mit Nummerierung der Ecken

2) Finden Sie Erzeuger der Symmetriegruppe G des Ikosa-
eders (Abbildung 3.17) als Untergruppe der Si5. Beweisen
Sie Ihre Behauptung mit Hilfe von GAP.

Ubung 3.21 Zeigen Sie:
1) Ist
1 on-1 n
J_(U(l) o(n-1) k)ES"’
dann st

(n=1,n)-...-(k,k+1)-0€S,1.

2) Die symmetrische Gruppe S, wird erzeugt von den Trans-
positionen (1,2),(2,3),...,(n-1,n), d.h.

S =((1,2),(2,3),....(n - 1,n)).

Ubung 3.22 Sei G c S, eine Untergruppe mit (1,2) € G und
(1,2,...,n) € G. Zeigen Sie

G=25,.
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Ringe

4.1 Ubersicht

Im ersten Kapitel hatten wir uns mit dem Ring der ganzen Zah-
len Z und dessen grundlegenden Eigenschaften beschéftigt, ins-
besondere mit der Existenz einer eindeutigen Primfaktorisierung,
dem Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des grofsten ge-
meinsamen Teilers und dem Chinesischen Restsatz. Hier wollen
wir untersuchen, inwieweit sich diese Eigenschaften auch bei an-
deren Ringen wiederfinden lassen. Aufserdem werden wir einem
Ring die sogenannte Einheitengruppe zuordnen und diese dann
mit Hilfe der Methoden der Gruppentheorie aus Kapitel 2 un-
tersuchen.

In Verallgemeinerung der ganzen Zahlen ist ein kommutati-
ver Ring mit 1 eine Menge R mit Verkniipfungen + (Addition)
und - (Multiplikation), sodass

1) (R,+) eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0)
ist,

2) (R,-) ein kommutatives Monoid (mit neutralem Element
1) ist,

3) das von Z bekannte Distributivgesetz
a-(b+c)=a-b+a-c

fiir alle a,b,c € R gilt.

99
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Neben 7Z ist zum Beispiel auch die Restklassengruppe
Zn = {6, ey — 1}

ein Ring durch Multiplikation der Reprasentanten

a-b=a-b.
Dies ist wohldefiniert, denn
(a+ky-n)-(b+kyn)=a-b+n-(ky-b+ky-a+ky-ky-n).
Das folgende Beispiel zeigt eine Anwendung der Multiplikation:

Beispiel 4.1.1 Heute ist Freitag und Vollmond. Vollmond tritt
alle 30 Tage auf. Nach wieviel Tagen ist zum ndchsten Mal Voll-
mond an einem Montag? Dazu bestimmen wir alle k € Z mit

54+30-k=1mod7,

d.h. keZ]T mit _
2-k=3€Z|7.

Konnen wir durch 2 teilen, dann lisst sich k berechnen. Tatsich-
lich besitzt 2 € ZL]7 ein multiplikativ Inverses, denn

4-2=1.
Somit ist B .
k=2 -3=4-3=12=5.
Nach 5-30 =150 Tagen ist also zum ndchsten Mal Vollmond an

einem Montag.

Sind alle Elemente von Z/n invertierbar? Offenbar ist 1 im-
mer invertierbar und 0 nie invertierbar. Betrachten wir als Bei-
spiel Z/4. Die Verkniipfungen sind gegeben durch

+/0 1 2 3 012 3
00 1 2 3 0/0 0 0 O
1/1 2 3 0 1/0 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 2 1
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Wir sehen, dass 3 beziiglich - ein Inverses besitzt, denn
3-3=1.

Dagegen ist 2 nicht invertierbar, da in der Gruppentafel der
Multiplikation in der entsprechenden Zeile (oder Spalte) keine
1 steht. Allgemein bezeichnet man ein Element a € R als Ein-
heit, wenn a die 1 teilt, d.h. ein b € R existiert mit

a-b=1.

Die Menge der Einheiten R* bildet beziiglich - eine Gruppe, die
Einheitengruppe, zum Beispiel hat (Z/4)" die Gruppentafel

Viele praktische Anwendungen von Gruppen verwenden (Z/n)”,
etwa die RSA Public-Key-Kryptographie.
Das Element 2 ist nicht nur keine Einheit, es gilt sogar

2-2=0.

Allgemein heifst @ € R Nullteiler von R, wenn a die Null teilt,
d.h. ein 0 # b € R existiert mit

a-b=0.

Ein Element kann nicht sowohl Einheit als auch Nullteiler sein,
denn ist a eine Einheit und a-b = 0, dann ist b = a'ab = 0. In
den Ubungen werden wir zeigen, dass, falls R nur endlich viele
Elemente hat, jedes Element entweder Einheit oder Nullteiler ist.
Im Allgemeinen gilt dies nicht: In Z gibt es (aufser dem trivialen
Nullteiler 0) keine Nullteiler, und die Einheiten sind 1 und -1.

Ein Ring (kommutativ mit 1 # 0) ohne nicht-triviale Nulltei-
ler heifit auch Integritatsring. Man kann dann durch Einfiihren
von Briichen jedes Element aufter 0 zu einer Einheit machen. Die
Verkniipfungen sind

c_ad+cb a ¢ _ac
o bd b d bd

a
-+
b

Ul
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wir brauchen also b,d # 0 = bd # 0. Zum Beispiel bilden wir so Q
aus Z. Ein Ring, in dem jedes Element ungleich 0 eine Einheit
ist, heifst Korper. Durch Bruchrechnung mit Elementen eines
Integritatsrings erhédlt man den sogenannten Quotientenkorper.
Korper spielen eine wichtige Rolle in der linearen Algebra.

Insgesamt werden wir die folgenden Klassen von Ringen ein-
fithren, die die wesentlichen Eigenschaften der ganzen Zahlen
verallgemeinern: die Konstruktion des Quotientenkorpers, die
Existenz einer Primfaktorisierung und die Durchfithrbarkeit des
Euklidischen Algorithmus.

{
{

Eigenschaften Beispiel fiir R=7Z
Integritats- Quotientenkorper- 0
ringe konstruktion
U
. Eindeutige 120 = 23-3.5
Falf{ti(l)lnglle } Primfaktorisierung, 84 = 22.3.7
& Existenz des ggT geT (120,84) =22-3
U
. Euklidischer Algo- 120 = 1-84+36
Eul;{lilglseche } rithmus zur Bestim- 84 = 2.-36+12
& mung des gg'T 36 = 3-12+0

Aufgrund der Durchfiithrbarkeit des Euklidischen Algorithmus
spielen Euklidische Ringe eine besonders wichtige Rolle in der
Informatik, es gibt aber auch andere Ringe, die algorithmisch
zugéanglich sind.

4.2 Grundbegriffe

Definition 4.2.1 FEin Ring (R, +,-) ist eine Menge R zusam-
men mit zwer Verkniipfungen

+:RxR— R, (a,b) —a+b
-:RxR— R, (a,b)—a-b

fur die gilt
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(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
(R2) die Multiplikation - ist assoziativ,
(R3) die Verkniipfungen sind distributiv, d.h.

a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c
fur alle a,b,c e R.
Ezxistiert dariiber hinaus ein Einselement, d.h.
(R4) es gibt ein Element 1 € R mit
a-1=1-a=a

fiir alle a € R, so spricht man von einem Ring mit 1 (als
neutrales Element des Monoids (R,-) ist die 1 eindeutig),

und st

(R5) die Multiplikation - kommutativ, d.h.
a-b=b-a

fur alle a,b € R, so nennt man R einen kommutativen
Ring.

Ist 3+ U c R mit + und - ein Ring, dann bezeichnen wir U als
Unterring von R. Ist R ein Ring mit 1, so verlangen wir (in
der Regel) auflerdem 1€ U.

Wir schreiben fiir das Null- und Einselement auch Oz und 1g,
falls im Kontext verschiedene Ringe vorkommen.

Beispiel 4.2.2 1) R = {0} ist ein Ring mit 0 = 1, der soge-
nannte Nullring.

2) Z ,Q R ,C sind kommutative Ringe mit 1.

3) Die geraden Zahlen 27 c 7 bilden einen kommutativen Ring
ohne 1.
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4) Sind Ry, Ry Ringe, dann ist das kartesische Produkt Ryx Ry
ein Ring mit komponentenweiser Addition

(al,a2) + (bl,bg) = (al + bl,ag + bg)

und Multiplikation
(a1>a2) : (b17b2) = (Cll by, as- 52) .

Definition 4.2.3 Seien R und S Ringe. Fin Ringhomomor-
phismus
p:R— S

st eine Abbildung, die
p(a+b)=p(a)+¢(b)

und

p(a-b)=p(a) ¢ (b)
fir alle a,b € R erfillt (insbesondere ist ¢ : (R,+) — (S,+)
ein Gruppenhomomorphismus). Sind R und S Ringe mit 1, so
verlangen wir (in der Regel) aufSerdem

¢ (1g) = 1s.

Die Begriffe Mono-, Epi- und Isomorphismus werden analog wie
ber Gruppen verwendet.

Bemerkung 4.2.4 Das Bild von ¢ (R) c S ist ein Unterring,
ebenso der Kern

Kerop={reR|p(r)=0}cR.

Bemerkung 4.2.5 Fliir einen Ring R mit 1 ist Ker ¢ ein Ring
mit 1 nur in dem Spezialfall der Nullabbildung, denn

lpeKerp<=p(r)=p(r-1g)=¢(r)e(lg) =0 Vre R < Kerp = R.

Dies liegt daran, dass Ker o ein Ideal ist. Darauf werden wir im
ndachsten Abschnitt iiber Ideale zurickkommen.



4. RINGE 105

Definition 4.2.6 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Der Po-
lynomring R|[x] dber R in der Unbestimmten x ist die Menge
aller Ausdriicke

f=apz® + a1zt + ... + a,a"

mit n €Ny, a; € R, a, £0.

Wir nennen deg (f) :==n den Grad von f und setzen deg (0) =
—0Q.

Fiiri>deg (f) setzen wir a; = 0.
Addition und Multiplikation von Polynomen sind wie folgt defi-
niert:

(aoxo +art + .+ anx") + (boxo +hxt+.. + bma:m)

= (CLO + bo) 29 + (a1 + bl) x4+ (a‘maX(mm) + bmax(n,m)) xmax(n,m)

und
(aoxo fart + ..+ anx") . (boxo +bht + .+ bmxm)
= cox’ + x4+ o+ Cpap ™
wobes
k
Cr = Z (Ijbk_j.
Jj=0

Polynomringe in mehr als einer Variablen definieren wir induktiv
als

Rlzy,...;x.] = R[x1,...,xr 1] [2,] .

Als Datenstruktur ist ein Polynom vom Grad n nichts anderes
als eine Liste

apz® + ayxt + ...+ a,2" = (ag, ..., a,) € ™.

Niitzlich werden Polynome dadurch, dass die Rechenoperatio-
nen kompatibel mit dem Einsetzen von Werten fiir die Variable
x sind. Es spielt dann keine Rolle ob man erst mit Polynomen
rechnet und dann Werte einsetzt oder erst einsetzt und mit die-
sen Werten die entsprechende Rechenoperation durchfiithrt. Auf
diese Weise kann man neue Formeln herleiten, die unabhéngig
von dem konkreten Wert von x giiltig sind.
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Beispiel 4.2.7 In Q[X] ist z.B.

(2+z+1)-(z+1)=2+22% + 20 +1

(*+x+1)+(x+1) =2+ 20 +2.
Setzen wir den Wert x =2 in

g=r*+x+1
h=z+1

und
f=g-h=2%+22"+22+1

ein, so erhalten wir

9(2)=7
h(2) =3
£(2) =21

Wir beobachten, dass
f(2) =9(2)-h(2).

Die wesentliche Eigenschaft von Polynomen ist, dass man fiir
die Variable x Zahlen einsetzen kann und es keine Rolle spielt, ob
man mit Polynomen rechnet und dann einsetzt oder erst einsetzt
und dann rechnet, also fiir Polynome f, g und eine Zahl s gilt

(f+9)(s)=f(s)+g(s)  (f-9)(s)=[(s)-g(s)

Wir prézisieren zunéchst, was es bedeutet, in ein Polynom ein-
zusetzen. Dazu definiert man:

Definition 4.2.8 Eine R-Algebra S ist gegeben durch einen
Homomorphismus kommutativer Ringe ¢ : R — S. Man be-
zetchnet dann

RxS — S

(r,s) — r-s:=p(r)-s

als die Skalarmultiplikation.
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Beispiel 4.2.9 Durch die Inklusion Z c C ist C eine Z-Algebra.
Mit dem Monomorphismus

R — R[x], ag — apz”

wird R[x] zu einer R-Algebra.

Ist S eine R-Algebra, d.h. gibt es eine Skalarmultiplikation
R xS — S, dann konnen wir Elemente von S in Polynome iiber
R einsetzen:

Satz 4.2.10 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und S eine
R-Algebra und s € S ein Element. Dann gibt es genau einen
Ringhomomorphismus

Y:R[z] — S
mit
TS,

den sogenannten Substitutionshomomorphismus (oder Ein-
setzungshomomorphismus). Fir f € R[x] schreiben wir dann

f(s)=v(f)es

fir das Bild von f unter dem Homomorphismus, der s fir x
einsetzt.

Wir bezeichnen das Bild
R[s] := Bild (¢)
als den von s erzeugten Unterring (R adjungiert s).
Beweis. Durch
WP (aoxo faxt + .+ anx”) =ag+ a1S + ... + A, S"

ist der eindeutig bestimmte Homomorphismus gegeben. Man iiber-
priife als Ubung, dass ¢ multiplikativ und R[s] c S ein Unterring
ist. m

Beispiel 4.2.11 Durch Einsetzen in das Polynom x?+ 1 € R[z]
erhalten wir die Polynomfunktion

R-R
s—>s2+1

siehe Abbildung 4.1.
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5 1 0 1 2

Abbildung 4.1: Polynomfunktion

4.3 Ringerweiterungen

Die erste Frage in Bezug auf Polynomfunktionen ist die nach der
Existenz von Nullstellen. Das Polynom 22 + 1 € Q[z] hat in Q
(oder sogar R) keine Nullstellen. Gibt es einen Kérper K mit
Q c K, der die Nullstellen von 22 + 1 € Q[ X ] enthélt? Sicher
liegen die Nullstellen —z und 7 in den komplexen Zahlen K = C.
Allerdings ist der Korper C, so gross, dass er sich (wie auch die
reellen Zahlen R) nicht mehr exakt auf dem Computer darstellen
ldasst. Konnen wir einen kleineren Korper K finden, mit dem wir
exakt rechnen konnen, und der alle Nullstellen von z2+1 enthalt?
In diesem Abschnitt wollen wir einen ersten Eindruck fiir eine
Konstruktion eines solchen Koérpers geben. Die wesentliche Idee
ist es Ringe der Form R[s] zu betrachten. Wie oben beschreiben
erhalten wir durch Einsetzen eines festgelegten Elements s € S
in alle Polynome in R[z] einen neuen Ring

Rc R[s]cS.

Beispiel 4.3.1 Seid € Z. Betrachte den Substitutionshomomor-
phismus

Z[z] > C, z~Vd

der in Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten x durch \/d € C
ersetzt. Dann ist

Z[\/E]:{aan\/c_Ha,beZ}
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denn wegen \/32 =d € Z treten nur konstante und lineare Terme
auf.
Fiir d = =1 =142 erhdlt man den Ring der Gauflschen Zah-
len
Zli]={a+ibla,beZ}cC.

Der Ring der Gausschen Zahlen enthilt zwar die Nullstellen
von x2 + 1 ist aber kein Korper, denn Z war schon kein Korper.

Beispiel 4.3.2 Der aus dem Kérper Q durch Adjunktion von i
konstruierte Ring

Qi]={a+ibla,beQ}cC
st wieder ein Korper, denn fiir a+1ib + 0 liegt die komplexe Zahl

1 _a—ib_ a b ;
a+ib aZ+b2 a2+b% a2+b?

wieder in Q[i]. Elemente von Q[i] konnen wir exakt im Com-
puter als Tupel (a,b) € Q? darstellen und mit ihnen rechnen.

Bemerkung 4.3.3 Allgemein ist fir Korper K ¢ L und a € L
der Ring
Kla]
wieder ein Korper, sofern es ein Polynom 0 # f € K|[x] gibt
mit f(a) = 0. Man bezeichnet K[a] dann als algebraische
Koérpererweiterung von K. Ldsst sich K exakt tm Compu-
ter darstellen, dann auch K[a]. Die dazu notwendige allgemeine
Konstruktion werden wir im Abschnitt iber Quotientenringe be-
schreiben.

In dem Koérper Q[¢] hat 22 + 1 die Nullstellen i und —i. Es
gilt
2?2+ 1=(x+1i)(z—1).
Ebenso liegen z.B. fiir 22 + 2z + 2 die Nullstellen

r=-1+1eC

nicht in Q aber in Q[7].
Tatséchlich besitzt jedes Polynom f € R[z] in C = R[7] eine
Nullstelle, allgemeiner:
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Bemerkung 4.3.4 Der Fundamentalsatz der Algebra (den
wir hier nicht beweisen konnen) besagt: Jedes Polynom f e C[z]
vom Grad n =deg (f) zerfallt in Linearfaktoren

f=(x=-c1) .- (x—-cp)
mit ¢; € C, hat also mit Vielfachheit gezdahlt genau n Nullstellen
i C.

Bemerkung 4.3.5 Sind ¢4, ...,c, € C die Nullstellen des Grad
n Polynoms f € Q[z], dann zerfdllt f in dem durch iterative
Adjunktion von cq, ..., ¢, konstruierten Korper

K :=Qlcy,...,cn] = Q[e1][c2].--[cn]

in Linearfaktoren und die Erweiterung
QcK

ist algebraisch, d.h. K ldsst sich exakt im Computer darstellen.

4.4 Die Einheitengruppe von Z/n

Definition 4.4.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fin Ele-
ment u € R heifit Einheit von R, wenn ein x € R existiert mit

xzu=1.

Die Menge der Einheiten wird mit R* bezeichnet. Mit u ist of-
fenbar auch x eine Einheit und (R*,-) ist eine Gruppe, die Ein-
heitengruppe von R.
Gilt 1 #0 und ist
R* = R\{0},

so heifit R Kérper.
Bemerkung: Das Inverse w = u~! ist in R* eindeutig (Ubung
3.2).

Ein Element @ € Z/n ist also invertierbar genau dann, wenn
es ein b € Z gibt mit @-b =1, das heilst, wenn es b, k € Z gibt mit

a-b+n-k=1
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Solche b und k erhalten wir mit dem erweiterten Euklidischen
Algorithmus, falls
geT (a,n) = 1.

Haben wir umgekehrt eine solche Darstellung der 1, dann miis-
sen natiirlich a und n teilerfremd sein (denn jeder gemeinsame
Teiler teilt auch 1). Somit konnen wir die Elemente der Einhei-
tengruppe beschreiben:

Satz 4.4.2 FirneN ist
(Z[n)* ={aeZ/n|ggT (a,n) =1}

Die Elemente heiffen prime Restklassen. Die Gruppe (Z/n)”
bezeichnen wir auch als die prime Restklassengruppe.

Als direkte Folgerung erhalten wir:

Corollar 4.4.3 Der Ring Z/n ist ein Korper genau dann, wenn
n eine Primzahl ist.

Beispiel 4.4.4 Die Restklasse 8 € Z/15 hat ein Inverses, d.h.
8¢ (Z/15)", denn
ggT (8,3-5) =1

Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus erhalten wir eine
Darstellung des gréfiten gemeinsamen Teilers

1=(2)-8+(-1)-15

also ist
8 =2

Definition 4.4.5 Die FEulersche p-Funktion ¢ : N - 7Z ist
definiert durch

v (n)=|(Zn)"

gibt also fiir n die Ordnung der Einheitengruppe (Z[n)" an.

={rezZ|1<r<n, ggT(r,n) =1}

Satz 4.4.6 (Satz von Fermat-Euler) Fir alle a,neZ, n>1
mit ggT (a,n) =1 gilt

a?™ = 1modn.
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Beweis. Nach Corollar 3.2.52 teilt die Ordnung jedes Elements
g einer Gruppe G die Gruppenordnung, also

Angewendet auf @ € (Z/n)” erhalten wir

as™ =1T.

|
Fiir Primzahlen p ist
e(p)=p-1,

also
a*t=1modp fallsp+a

und somit (denn fiir p | a ist a? =0 = amod p):

Corollar 4.4.7 (Kleiner Satz von Fermat) Istp eine Prim-
zahl und a € Z, dann gilt

a? = amod p.

Zur Berechnung der Eulerschen o-Funktion verwendet man,
dass sie multiplikativ iiber teilerfremde Produkte ist. Dazu be-
merken wir zunachst: Der durch den Chinesischen Restsatz ge-
gebene Gruppenisomorphismus (siehe Ubung 3.8) ist tatséchlich
ein Ringisomorphismus:

Satz 4.4.8 Sind mq,ms € N teilerfremd, dann gilt
Z/mlmg z Z/m1 X Z/mg
Beweis. Wie in Ubung 3.8 gezeigt ist durch

T Zfmimy < — Z]my x Z]mg
a+mimeZ +— (a+miZ, a+msyZ)

ein wohldefinierter Isomorphismus abelsche Gruppen beziiglich
+ gegeben. Weiter ist

w(ab+mimsZ) = (ab+myZ, ab+moZ)
=((a+miZ)-(b+miZ), (a+meZ) - (b+maoZ))
=(a+miZ, a+moZ) - (b+miZ, b+moZ)

=7m(a+mimoZ) - w(b+mimeZ),

also 7 ein Ringisomorphismus. m
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Beispiel 4.4.9 Mit Satz 2.5.1 erhalten wir durch Bestimmung
der Losungsmenge der simultanen Kongruenzen

z = 1mod3

xz7mod15<=){ = 2mod5

Entsprechend Satz 4.4.8 lifit sich diese Aussage umformulieren
als

12

Z/15 = ZJ/]3 x Z/5 und

T - T, 9
Die Bestimmung des Urbilds von (1,2) unter diesem Isomorphis-
mus 15t also das Losen der simultanen Kongruenz

z =1mod3
z =2modb

Umgekehrt ist die Berechnung des Bildes von 7 einfach die Re-
duktion modulo 3 und 5.
Beziiglich der Multiplikation gilt z.B.

#(T)-(@) = (1,3) - (1.7) = (1.8) = (1.3)
=n(13) = n(7-4).
Mit Satz 4.4.8 ist die p-Funktion multiplikativ:

Corollar 4.4.10 Sind my,ms € N teilerfremd, dann gilt
@ (mimg) = 0 (my) @ (Mmy) .
Beweis. Es ist a + mymyZ € (Z/mym,)” genau dann, wenn
(a+m1Z,a+meZ) € (Z]my x Z]my)™,

dquivalent, wenn a +m;Z € (Z/m;)” fiir alle 7, da die Multiplika-
tion komponentenweise definiert ist. Somit

(Zfmimy)™ = (Z)my)" x (Z[my)”

]
Insbesondere erhalten wir:

Bemerkung 4.4.11 Ist n =p-q das Produkt von zwei Primzah-
len, so gilt
p(n)=((@-1)(¢-1).
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4.5 Anwendung: RSA Kryptosystem

4.5.1 Ubersicht

Als Anwendung der Gruppentheorie wollen wir das Kryptosy-
stem RSA behandeln. Hier verwendet der Sender den offentli-
chen Schliissel des Empfangers zum Chiffrieren einer Nachricht
und der Empféanger seinen privaten Schliissel zum Dechiffrieren,
d.h. es handelt sich um ein sogenanntes Public-Key Krypto-
system. Das Verfahren wurde von James Ellis, Clifford Cocks
und Malcolm Williamson im britischen Nachrichtendienst ent-
wickelt (und geheim gehalten) und ist nach Ronald Rivest, Adi
Shamir und Leonard Adleman benannt, die es spéter erneut ent-
deckt haben. Es basiert auf einer Trapdoor (Geheimtiir) - Ein-
wegfunktion

{Klartextnachrichten} — {verschliisselte Nachrichten},

deren Wert leicht berechnet werden kann, das Urbild dagegen nur
unter hohem Rechenaufwand, sofern man nicht die Geheimtiir-
Information (d.h. den privaten Schliissel) besitzt.

Im Fall von RSA beruht diese Eigenschaft im Wesentlichen
darauf, dass die Primfaktorzerlegung (und damit die Geheim-
tiir) heute nur schwer zu berechnen ist. Allerdings ist nicht klar,
ob nicht in Zukunft schnellere Verfahren zur Verfiigung stehen.
Auch muss man bei der Verwendung von RSA abschétzen, wie
lange die Verschliisselung unter dem typischen exponentiellen
Anstieg der Rechenleistung von Computern (Moores Gesetz) si-
cher ist.

Typischerweise wird aus Griinden der Geschwindigkeit RSA
nur zum Austausch eines Schliissels fiir ein konventionelles sym-
metrisches Kryptosystem (z.B. 3DES, AES, Twofish, Serpent)
eingesetzt.

RSA beruht auf Potenzieren in der Einheitengruppe (Z/n)*
mit n = p-qg und p, q sehr grof und prim. Insbesondere interessiert
uns die Gruppenordnung, denn die Ordnung jedes Elements teilt
die Gruppenordnung (Corollar 3.2.52).
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4.5.2 Setup

Fiir RSA wihlt man eine grofse Zahl N € N und codiert Nachrich-
teneinheiten in eine Zahl 0 < m < N (zum Beispiel N = 26* und
représentiert Buchstaben durch Ziffern). In der Praxis verwendet
man ein N mit etwa 200 bis 600 Dezimalziffern.

Jeder Benutzer fithrt nun die folgenden Schritte aus:

1) Wihle 2 Primzahlen p, ¢ mit p-q > N.

2) Berechne
ni=p-q
und den Wert der Eulerfunktion

p(n)=(p-1)(qg-1).
Die Zahlen p und ¢ kénnen nun geléscht werden.

3) Wihle eine Zahl e € N mit
ggT (e, (n)) = 1.

4) Berechne das Inverse 0 < d < ¢ (n) von e modulo ¢ (n),
also mit
ed=1modp(n).

Nun kann ¢ (n) geléscht werden.

Der offentliche Schliissel ist das Tupel (n,e) und der pri-
vate Schliissel d.

4.5.3 Nachrichteniibertragung
Betrachten wir nun zwei Personen Alice und Bob mit Schliisseln

privat  offentlich
Alice dA (nA,eA)
Bob dB (TLB ,EB )

Will Bob an Alice eine Nachricht m senden, berechnet er mit
Hilfe des offentlichen Schliissels von Alice

c:=m“modny
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und iibertragt ¢ an Alice. Wir nehmen an, dass ggT(m,n4) =1,
was mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit der Fall ist. Anderenfalls
hat B einen Teiler von n 4 gefunden und kann damit den privaten
Schlussel von A berechnen. Somit représentiert m ein Element
in (Z/na)x.

Alice berechnet nun zum Entschliisseln mit Hilfe von ihrem

privaten Schliissel

~ dA

m:=c*“modny

Dann gilt modulo n4, dass
M= et = (mea)™ = meada = pltke(na) - m~(m"9(”f‘))lC =mmodny
mit dem Satz von Fermat-Euler 4.4.6.
Beispiel 4.5.1 Alice wdihlt
na=7-11=77

also
¢(na)=6-10=60

und
€p = 13

Der éffentliche Schliissel von Alice ist dann
(na,ea) = (77,13)
Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus erhalten wir
1=ggT (ea,p(na))=(-23)-13+(5)-60
und somit das Inverse da von ex modulo @ (na)
da =37

den privaten Schlissel von Alice.
Bob maéchte die Nachricht m = 31 verschlisselt an Alice sen-
den, berechnet also

m4modny =31 mod 77 = 3mod 77

und tbertragt
c=3

Zum Entschlisseln berechnet Alice dann

M modny =33 =31 mod 77
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Siehe auch Ubungsaufgabe 4.3.

Bemerkung 4.5.2 Zum Berechnen von a® modulo n verwendet
man ein Verfahren zum modularen Potenzieren. Das heifst man
berechnet nicht erst a® und reduziert dann modulo n sondern re-
duziert auch alle Zwischenergebnisse des Algorithmus modulo n.
Die einfachste derartige Methode ist, sukzessive mit a zu multi-
plizieren und in jedem Schritt modulo n zu reduzieren. Geschick-
ter ist es, zundchst sukzessive zu quadrieren.
Wir berechnen so etwa 2'5mod 11 =9 durch

22mod11 =4
42mod11=5
52mod 11 =3
3?mod11 =9.

Ist b keine Potenz von 2, dann bestimmt man zundchst die
Bindrdarstellung

b= b020 + b121 + b222 + ...

Siehe dazu Ubungsaufgabe /.5. In MAPLE ist ein solches Ver-
fahren in dem Kommando

Power(a,b) mod n

implementiert.

4.6 Anwendung: Primfaktorisierung mit
dem Verfahren von Pollard

Gelingt es uns die Faktorisierung n = p- ¢ zu bestimmen, so er-
halten wir ¢ (n) = (p—-1)(¢—1). Damit kénnen wir aus dem
offentlichen Schliissel e den privaten Schliissel d bestimmen und
somit jede mit (n, e) verschliisselte Nachricht mitlesen. Fiir grofse
Zahlen n ist Probedivision nicht praktikabel. Es gibt wesentlich
effizientere Methoden, um einen Primteiler zu finden. Als Bei-
spiel behandeln wir ein Verfahren von John Pollard, das unter
folgender Voraussetzung gut funktioniert (die wir bei der RSA-
Schliisselerzeugung also besser vermeiden sollten):
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Algorithmus 4.6.1 (Pollard Faktorisierung) Angenommen
ein Primfaktor p von n hat die Eigenschaft, dass p—1 nur kleine
Primpotenzfaktoren < B besitzt. Dann ldsst sich ein Vielfaches k
von p—1=p(p) bestimmen, ohne p zu kennen:

k= I q

q Primzahl
I mazimal mit ¢*<B

Sei nun 1 < a <n beliebig gewdhlt. Teste zundchst, ob ggT (a,n) =
1 (wenn nicht, haben wir einen echten Teiler gefunden). Sind a
und n teilerfremd, erhalten wir einen Faktor von n als

ggT (ak - 1,n) >1
denn k ist nach Voraussetzung ein Vielfaches von ¢ (p), also
k=Fk"-o(p). Damit gibt der kleine Fermatsche Satz
ak = (a“’(p))k, = lmodp

also p | ggT (a* —1,n). Falls wir aufgrund der Wahl von a und
B keinen echten Teiler finden, dndern wir unsere Wahl.

In dem Algorithmus kann a* modulo n berechnet werden,
denn ist p ein Teiler von a* —1 und n, dann auch von a*-1+s-n
fiir jedes s.

Beispiel 4.6.2 Sei n =21733 und B =10, also
k=2%.32.5.17.
Sei weiter a = 2. Dann ist
2% —1=16037modn

und
ggT (16037,n) = 211.

Das Verfahren hat funktioniert, da
210=2-3-5-7

ein Teiler von k ist.

Sowohl 211 also auch 57 =103 sind prim, was man z.B. mit
Probedivision sieht. Damit haben wir n vollstindig faktorisiert.
Man beachte, dass die gefundenen Teiler im Allgemeinen nicht

PTIM Sein miussen.

Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 4.4.
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4.7 Anwendung: Diffie-Hellman Schliis-
selaustausch

Eine wesentliche Schwachstelle von RSA liegt darin, dass ein
Angreifer, wenn er den privaten Schliissel einer Person in Be-
sitz bringt, alle an diese Person gerichteten Nachrichten lesen
kann. Dies gilt auch fiir verschliisselte Nachrichten der Vergan-
genheit, die von dem Angreifer aufgezeichnet wurden. Der Diffie-
Hellman Schliisselaustausch hat dieses Problem nicht (dies be-
zeichnet man als perfect forward secrecy), da kein privater
Schliissel verwendet wird. Man geht folgendermafen vor:

1) Alice und Bob einigen sich auf eine zyklische Gruppe G =
(g9) und einen Erzeuger g.

2) Alice wahlt eine zufillige ganze Zahl 0 < a < |G/, berechnet

a

9

und sendet dies an Bob.

3) Bob wiahlt eine zufillige Zahl 0 < b < |G|, berechnet

gb

und sendet dies an Alice.

4) Alice berechnet (¢*)" und Bob berechnet (g¢)’. Bob und
Alice teilen dann das Geheimnis

(") = ()"
5) Alice und Bob l6schen a bzw. b.

Bemerkung 4.7.1 Zum FEntschliisseln muss ein Angreifer aus
g® die Zahl b bestimmen. Dies nennt man auch die Berechnung
eines diskreten Logarithmus.

Das Diffie-Hellman-Verfahren basiert darauf, dass typischer-
weise Potenzieren schnell durchfihrbar ist, aber umgekehrt die
Berechnung eines Logarithmus aufwdndig ist. Natirlich muss |G|
grof$ genug sein, fir kleine Gruppen kann man alle Méglichkeiten
durchprobieren.



4. RINGE 120

Bemerkung 4.7.2 Man kann zeigen: Ist K ein endlicher Kor-
per so ist K* eine zyklische Gruppe. In der Praxis verwendet
man unter anderem K =F, =Z[p fir eine Primzahl p (mit etwa
1000 Dezimalstellen,).

Beispiel 4.7.3 Sei p = 11 und g = 2. Tatsdchlich ist g ein Er-
zeuger:

4.8 Ideale und Quotientenringe

In diesem Abschnitt wollen wir die Konstruktion des Rings Z/n
verallgemeinern. Dazu untersuchen wir, inwieweit man der Quo-
tientengruppe die Struktur eines Rings geben kann. Sei R ein
kommutativer Ring mit 1. Jede Untergruppe I c (R,+) ist ein
Normalteiler, wir konnen also die Quotientengruppe R/I bilden
und der surjektive Gruppenhomomorphismus

7: (R,+) — (R/I,+)

r — r=r+l

hat Kern = I und das neutrale Element von R/I beziiglich + ist
0+1=1.

Wollen wir auch eine Multiplikation auf R/I, sodass m ein
Ringhomomorphismus ist, dann muss die Multiplikation von der
Multiplikation in R induziert sein, denn

Fi-To=m(ry) m(ry) =m(riry) =TT,
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Im Allgemeinen wird die repriasentantenweise Multiplikation
jedoch nicht wohldefiniert sein. Ist 7} = ro+b mit b € I ein anderer
Représentant von 79 + I, dann gilt

rLeTh=11-To+ 77,

es sollte also 71 -b € I sein fiir alle r; € R und b € I. Untergruppen
von (R,+) mit dieser Eigenschaft nennt man Ideale:

Definition 4.8.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fin Ide-
al ist eine nicht leere Teilmenge I ¢ R mit

a+bel

racel
fur alle a,be I undr e R.

Wir bemerken, dass mit a € I auch das additiv Inverse —a € I ist.
Insgesamt haben wir also gezeigt (als leichte Ubung folgt das
Distributivgesetz in R/I direkt aus dem in R):

Satz 4.8.2 Sei [ c R ein Ideal. Dann trigt die Quotientengrup-
pe R/I die Struktur eines kommutativen Rings mit 1 mit repri-
sentantenweiser Multiplikation

(7”1+I)'(7”2+]) I=T‘1T2+I.

Das neutrale Element von R/I beziiglich - ist 1+1. Wir bezeichnen
R/I als Quotientenring von R nach I.

Ideale spielen also eine wichtige Rolle in der Ringtheorie.

Beispiel 4.8.3 1) Sind 1,1, ¢ R Ideale, dann auch deren
Durchschnatt Iy 0 1.

2) Seien aq,...,a, € R. Dann ist
(a1, ..., an) = {Xiriai | i € R}

ein Ideal, das von von dem Erzeugendensystem aq,...,a,
erzeugte Ideal.



4. RINGE 122

3) In Abschnitt 4.1 haben wir schon bewiesen: Die Ideale von
7 sind genau die Untergruppen

nZ={na|aeZ}=(n)

mit n € 7.

Fiir das Ideal I = nZ c 7 erhalten wir wieder aus Satz
4.8.2, dass Z[nZ ein kommutativer Ring mit 1 ist. Die
Elemente sind genau die Restklassen 0,1,...,n -1, d.h.

ZInZ =Zn.

4) Seip: R— S ein Ringhomomorphismus. Der Kern
Kerop={reR|p(r)=0}cR
ist ein Ideal, denn ist v’ € R und ¢ (r) =0, so auch
()= () -p(r)=0
Wie fiir Gruppen gilt dann:

Satz 4.8.4 (Homomorphiesatz) Sei ¢ : R — S ein Ringho-
momorphismus. Dann gilt

R/Kerp = Bild ¢
Beweis. Aus Satz 3.3.10 erhalten wir einen Isomorphismus

p: R/Keryp — Bildp
F=r+Kerp+— ¢(r)

der additiven abelschen Gruppen. Weiter ist @ ein Ringhomo-
morphismus, denn

Pri-T2) =0 (T 7m3) =@ (ri-12)
=@ (r1) ¢ (re) =@ () - ¢ (m2) .
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4.9 Integritatsringe und Korper
Definition 4.9.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

1) Ein Element a € R heifit Nullteiler von R, wenn ein x €
R\{0} ezistiert mit
za = 0.

2) Hat R aufler 0 keine Nullteiler und ist 1 # 0, so heifit R
Integritatsring.

Wir haben bereits gesehen, dass ein Element von R nicht
sowohl eine Einheit und ein Nullteiler sein kann.

Beispiel 4.9.2 1) Z ist ein Integrititsring. Die Einheiten sind
+1 und -1, also
ZX ={+1,-1}.

2) Jeder Korper K ist ein Integrititsring, beispielsweise Q,
R, C. Die Einheiten sind K* = K\{0}.

3) Z]6 = {6, 1, 5} ist kein Integrititsring, 2,3,4 (und natiir-
lich 0) sind Nullteiler, 1T und 5 sind Einheiten.
Siehe auch Ubungsaufgabe /.2.

4) Ist R ein Integritdtsring, dann auch R[z] und

denn falls f-g=1, dann
0=deg(1) =deg(f-g)=deg(f)+deg(g)

also deg (f) =deg(g) =0.
5) Der Ring der Gaufischen Zahlen

Z[i]={a+ibla,beZ}cC
st ein Integrititsring und

Z i) ={1,-1,i,-i}.
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Offenbar sind dies Finheiten:

1-1=1
(-1D)-(-1)=1
i-(=i)=1

Dass es keine weiteren Einheiten gibt, zeigen wir in Ubung

4.20.

Bemerkung 4.9.3 Fiir Integrititsringe R konnen wir analog
zur Konstruktion von Q aus Z durch Bruchrechnen den Quoti-
entenkorper

Q(R):{%|a,beR,b¢O}

bilden, siehe Ubungsaufgabe 4.11.
Beuspielsweise ist fir einen Korper K

K (z) = Q(K[z])
der Kérper der rationalen Funktionen.

Fiir endliche Integritatsringe besteht keine Notwendigkeit fiir die
Quotientenkorperkonstruktion:

Satz 4.9.4 Jeder endliche Integrititsring ist ein Korper.

Dies zeigen wir in Ubung 4.10. Damit erhalten wir auch noch-
mals das Resultat aus Corollar 4.4.3:

Corollar 4.9.5 Ist p eine Primzahl, dann ist
Fy =Z[pZ
etn Korper.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 4.9.4: Ist E-E_z 0 fiira,be F, dann
p|ab, also p|a oder p|b, somit @ =0 oder b=0. m
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Bemerkung 4.9.6 Sei K ein Korper und

xX: Z4 — K
n — n-lg

die charakteristische Abbildung. Der Kern ist ein Ideal
Ker x = pZ
mit p > 0. Man nennt
char (K)=p>0
die Charakteristik von K. Zwei Faille kénnen auftreten:

1) p=0, d.h. x ist injektiv. In diesem Fall ist Z. und damit
auch Q ewn Unterring von K.

2) p>0. Dann ist
Z/pZ - K

nach dem Homomorphiesatz 4.8.4 injektiv, also ¥, = Z[pZ
ein Unterring von K und damit ein Integritdtsring. Somit
muss p eine Primzahl sein, denn ware p=a-b mit a,b> 1,
dann a-b=0, also a,b+ 0 Nullteiler.

Jeder Kérper enthdlt also entweder Q oder F,,.

Bemerkung 4.9.7 Man kann zeigen, dass es bis auf Isomor-
phie zu jeder Primzahlpotenz p” genau einen Korper K mit |K| =
p" Elementen gibt. Dieser wird als F,r bezeichnet. Er hat char (F,r) =
p. Siehe auch Aufgabe 4.9, wo wir einen Korper mit 4 Elementen
konstruieren.

Vorsicht: Firr > 1 ist Fr # Z[p", etwa ist

F4¢Z/4

denn 2-2 =0¢€Z/4, d.h. Z]4 ist kein Integrititsring. Allgemein
wird Fpr als algebraische Korpererweiterung von Fy, konstruiert.
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4.10 Euklidische Ringe

Wir wollen nun Division mit Rest, den Euklidischen Algorithmus
und die Losung von simultanen Kongruenzen auf den Polynom-
ring {ibertragen. Diese Algorithmen funktionieren vollig analog
zu denen in Z. Wir formulieren zunéchst das allgemeine Prinzip
dahinter:

Definition 4.10.1 FEin euklidischer Ring ist ein Integritdts-
ring R mit einer Abbildung

d: R\{0} — N,

sodass fir je zwei Elemente a,b € R\{0} Elemente g,r € R exi-
stieren mat

1) a=g-b+r wund
2) r=0 oder d(r)<d(b).

Wir bezeichnen dies als Diviston von a durch b mit Rest r.
Die Abbildung d heifst euklidische Norm.

Beispiel 4.10.2 1) Z ist euklidisch mit der Betragsabbildung
d(n) =|n|

und der tiblichen Division mit Rest, siehe auch Beispiel
2.3.5.

2) Sei K ein Korper. Der Polynomring R = K[z] in einer
Variablen ist ein euklidischer Ring mit der Gradabbildung

d(f) = deg(f)

und der tiblichen Polynomdivision (sukzessives Abziehen
des Leitterms).

Konkretes Beispiel in Q[x]:

Teilen wir a = 22 + %:17 + % durch b =2x -1 erhalten wir

?+ir+l = (3z)-(22-1) + (z+3)
(3z+3)-(2z-1) + L

T
9

also d(r)=0<1=d(b).



4. RINGE 127

3) Z[i] ist euklidisch mit

d: R\{0} — Zg
d(a+i-b)=a*+b

(dies zeigen wir in Ubung 4.20).

Analog zu Definition 2.3.1 fiir Z definiert man in jedem In-
tegritétsring einen groften gemeinsamen Teiler (ggT) und ein
kleinstes gemeinsame Vielfache (kgV). Diese sind eindeutig bis
auf Multiplikation mit Einheiten (die natiirlich jedes Element
von R teilen).

In euklidischen Ringen kann wie in Z die Division mit Rest
und der euklidische Algorithmus (Satz 2.3.4) zur Bestimmung
des gg'T' durchgefiihrt werden.

Satz 4.10.3 (Euklidischer Algorithmus) Ist R ein euklidi-
scher Ring, so terminiert die sukzessive Division mit Rest von
0 # ay,as € R und liefert eine Darstellung

geT (a1, a2) =u-a; +v-ay
mit u,v € R.

Beispiel 4.10.4 Wir bestimmen den gréfsten gemeinsamen Tei-
ler von
f=a2*+23 und g=2*-1

in Q[x] mit dem euklidischen Algorithmus

r+ad = 1 o (zt=1) + | (22+1)
-1 = =z (23 +1) + | (-x-1)
2+1 = (-2?) - (~x-1) + (-22+1)
= (—2%+x) - (~z-1) + (z+1)
= (-2?+z-1) - (-z-1) +[0 ]

und erhalten
geT(f,g9)=-2-1.

Da der ggT nur bis auf Multiplikation mit Elementen aus Q [x]* =
Q* =Q\{0} eindeutig ist, konnen wir genauso schreiben

geT(f,9)=x+1
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Siehe auch Ubungsaufgabe 4.20.

Genau wie Ideale in Z, haben Ideale in einem Euklidischen
Ring R eine besonders einfache Struktur: Ein Ideal in R wird
von einem einzigen Element a erzeugt

(a) = {ar|reR},
d.h. besteht genau aus den R-Vielfachen von a.

Definition 4.10.5 Sei R ein Integrititsring. Ist jedes Ideal von
R von einem einzigen Element erzeugt, so heifst R Hauptideal-
ing.

Satz 4.10.6 FEuklidische Ringe sind Hauptidealringe.

Beweis. Sei (R,d) ein euklidischer Ring und I ¢ R ein Ideal.
Das Ideal I = (0) ist ein Hauptideal. Falls I # (0) betrachten wir
be I\{0} mit d (b) minimal.

Sei a € I beliebig und a = g-b+r mit r =0 oder d(r) < d(b).
Da mit a und b auch r € [ ist, muss r = 0 sein, denn sonst héatten

wir ein Element kleinerer Norm gefunden. Also ist a € (b). Damit
folgt Ic(b)cl. m

Beispiel 4.10.7 Insbesondere sind 7. und Q[z] Hauptidealrin-
ge.

Ohne Beweis bemerken wir:

Satz 4.10.8 Hauptidealringe sind faktoriell, d.h. es gibt eine
bis auf Einheiten eindeutige Primfaktorisierung (ohne Beweis).
Insbesondere existiert der ggT und ist bis auf Einheiten eindeu-

tig.
Beispiel 4.10.9 In Z st
geT(2%-53, 23.5) =22.5,
in Q[x] ist
geT(z+23, 21-1) = ggT (2% (z+1), (2®-2*+2-1)-(2+1)) = z+1.

Diesen ggT haben wir in Bewspiel /.10./ auch schon mit dem
FEuklidischen Algorithmus berechnet.
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Mit Hilfe des ggT kénnen wir zu jedem Ideal einen Erzeuger
angeben:

Bemerkung 4.10.10 Ist R ein Hauptidealring, dann gilt
(a1,a2) = (ggT (a1, a2)).

Beweis. Da R ein Hauptidealring ist, existiert ein d € R mit
(a1,a2) = (d),

also d | a;. Weiter gibt es u,v € R mit
d=uaq +vas.

Somit ist jeder Teiler von allen a; schon ein Teiler von d, also

d=ggT (ar,as).

]
Fiir mehr als zwei Erzeuger geht man induktiv vor.

Beispiel 4.10.11 1) In Z gilt

(6,10) = (2).

2) In Q[x] gilt mit dem oben bestimmten ggT
(z*+2% 2*-1)=(z+1).

Wir fassen die Beziehungen zwischen den verschiedenen Ring-
klassen zusammen: {Euklidische Ringe} ¢ {Hauptidealringe} c
{Faktorielle Ringe} c {Integritatsringe}, und dies sind echte In-
klusionen:

1+v/—-19

Beispiel 4.10.12 Der Ring Z[T] 15t ein Hauptidealring,

aber kein euklidischer Ring (ohne Beweis).

Beispiel 4.10.13 Der Ring Z[xz] ist kein Hauptidealring (siche
auch Ubungsaufgabe 4.1} ), aber faktoriell:
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Satz 4.10.14 (Satz von Gaull) Sei R ein Integrititsring. Dann
gilt

R faktoriell <= R|[x] faktoriell
(ohne Beweis).

Beispiel 4.10.15 Der Integritatsring
R = K[xvyasz]/(xy_zw)
1st nicht faktoriell, denn

Ty = Z0.

4.11 Chinesischer Restsatz

Wir wollen nun das Losen von simultanen Kongruenzen, das wir
in Kapitel 2 iiber dem Ring der ganzen Zahlen kennengelernt ha-
ben, allgemein fiir einen kommutativen Ring R mit 1 betrachten.
Fiir ganze Zahlen gilt

r=amodn <= T=a¢€Z/nZ.

Dabei ist nZ c Z ein Ideal. Nach Satz 4.8.2 kdnnen wir den Quo-
tientenring von R nach einem beliebigen Ideal I bilden, das heifst
modulo I rechnen. Deshalb liegt es nahe, den Chinesischen Rest-
satz auf Kongruenzen modulo Idealen zu verallgemeinern. Wollen
wir jedoch eine Losung algorithmisch bestimmen, so bleiben wir
auf Fuklidische Ringe beschrankt.

Zunéchst formulieren wir Teilerfremdheit fiir Ideale.

Definition 4.11.1 Sind I, I, ¢ R Ideale, dann sind die Sum-
me
]1+]2={a+b|a611,b612}

und der Durchschnitt
Il n ]2 cR

wieder Ideale.
Zwei Ideale Iy und Iy heiffen coprim, wenn

11+[2=R.
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Beispiel 4.11.2 Ist R ein Hauptidealring und aq,a- € R, dann

(a1) + (az) = (geT (a1, a2))
(a1) N (az) = (kgV (a1,az2)).

Insbesondere gilt
(a1) und (az) coprim <= ggT (ay,as) =1.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus Bemerkung 4.10.10,
da (al) + (0,2) = (al,ag).
Fiir die zweite Aussage schreibe das Ideal

(a1) n(az) = (m)

mit m € R. Einerseits gilt m € (a;) d.h. a; | m Vi. Andererseits ist
m das kleinste gemeinsame Vielfache: Angenommen a; | m d.h.
m e (a;) Vi, dann

€ (ar) N (az) = (m)
also m | m. Damit ist
m =kgV (ay,az).
m

Satz 4.11.3 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein kommutati-
ver Ring mit 1 und Iy, ..., I,, paarweise coprime Ideale. Dann ist
der Ringhomomorphismus

¢: R — R/ x..xR[I,
ro— (r+I,..,r+1,)

surjektiv (ohne Beweis) und hat Kern
Kerp=In..nI,.
Mit dem Homomorphiesatz 4.8.4 qilt damit

R/(Iin..nI,)2 R/} x...x R/,

r+([1m,_,m[n)'—>(T+I1,---,T+In)
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Als Corollar zu Satz 4.11.3 erhalten wir fiir den Fall R = Z
wieder Satz 4.4.8:

Corollar 4.11.4 (Chinesischer Restsatz iiber Z) Sindni,...,n; €
Ly paarweise teilerfremd, dann gilt

Z](ny-..ony) 2 Z) (ng) x ... x Z] (ny)

7> (Fy...,T)

Beweis. Mit Beispiel 4.11.2 folgt: Die Ideale I; = (n;) c Z sind
coprim, denn fiir 7 # 7 ist

(ni) + (n;) = (ggT (ni,ny)) = (1) = Z.
Aufserdem ist
Lin..nl=(kgV(ny,...n))=(ng-...-ny).

]
Mit dem Euklidischen Algorithmus kann man analog zum
Fall R = Z simultane Kongruenzen auch iiber R = K [z] 16sen:

Beispiel 4.11.5 Wir bestimmen die Losungsmenge L c Q[z]
der simultanen Kongruenzen

f=3mod(z+1)

f= 2+xmod(x2+x+l)
das heifst wir suchen alle Polynome f, sodass f—3 ein Vielfaches
von x+1 und f-(2+x) ein Vielfaches von x?+x+1 ist. Mit dem

Euklidischen Algorithmus erhalten wir, dass x +1 und z? +x + 1
teilerfremd sind, und

geT(x+1,22+x+1)=1= () - (z+1) + 1-(22+x+1)
Weiter ist -3 +x+3=(2+z)-(-z)-(x+1) + 3-1-(22+x+1)

eine Losung der simultanen Kongruenzen (analog zur Losungs-
formel in Z aus Kapitel 2) und somit

L ={-22+2+3 + g-(23+222+2x+1)|geQ[z]}
=—x3+x+3 + (23+222+2x+1)
=222 +3x+4 + (23+222+2x+1)
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denn die Losung ist nur eindeutig bis auf Vielfache von
(z+1)- (2 +2+1)=2®+22° + 20 + 1.

Insbesondere konnen wir eine eindeutige Losung 22+ 3x +4 von
Grad < 3 durch Division mit Rest von —x3+x +3 nach x3 +2x% +
2z + 1 finden.

Anders formuliert, der Chinesische Restsatz gibt den Isomor-
phismus

@[x]/((m+1)~(m2+x+1));Q[x]/(x+1)x@[:p]/(x2+x+1)

unter dem die Losungsmenge L der simultanen Kongruenzen das
eindeutige Urbild von (3, 2 +93) ist, d.h.

L=222+3z+4— (3, 2+1).

Siehe auch Ubung 4.17.

4.12 Anwendung: Modulares Rechnen

Mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes lassen sich viele Algorith-
men mit ganzzahligem Input und Output beschleunigen.

Bemerkung 4.12.1 Der Rechenaufwand der Multiplikation in
7 steigt stdrker als linear mit der Bitlinge der Zahlen. Deshalb
zerlegt man mit dem Chinesischen Restsatz das Problem in klei-
nere: Zum Rechnen mit Zahlen z € Z mit |z| < C' wdhlt man ein
n=ny-..-n, >2C mit n; paarweise teilerfremd und alle n; etwa
gleich grof$ und rechnet in

Zlny x ... xZLIn, =2 ZJn

ersetzt also eine Operation der Bitlange N durch r Operationen
der Bitlinge %

Das Verfahren erlaubt auch die Parallelisierung des Problems,
denn die einzelnen Rechnungen in Z[n; sind voneinander vollig
unabhdngig.
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Paralleles Rechnen gewinnt an Bedeutung, da Leistungsstei-
gerungen bei Prozessoren zunehmend durch eine grofere Zahl
von Kernen erreicht werden.

In der Praxis werden fiir die Multiplikation andere Verfah-
ren verwendet, die jedoch auch auf dem Chinesischen Restsatz
beruhen.

Beispiel 4.12.2 Zur Berechnung von 32-45 betrachten wir

7 > 7J2310 = ZJ2 x ZJ3 x ZJ5 x ZJT x ZJ11

32 ~ 32 - (0 , 2 . 2 . 4 . 10)

B > B - (T, 0 . 0 . 3 . 1)
I

1440 » (O , 0O , 0 , 5 , 10)

Dabes ist 1440 = 1440 + 2310Z die Losungsmenge der simultanen
Kongruenzen

x =0mod 2

x =0mod3

x =0modb

x=5mod7

x=10mod 11
Somit erhalten wir

3245 = 1440,

wobei das Ergebnis nur korrekt bis auf Addition von Vielfachen
von 2310 ist. Man muss also n grofi genug wdhlen, um das kor-
rekte ganzzahlige Ergebnis zu erhalten.

Die Kongruenz ldsst sich in MAPLE losen mat:
chrem([0,0,0,5,10], [2,3,5,7,11]);
1440

4.13 Anwendung: Interpolation

Eine andere zentrale Anwendung des Chinesischen Restsatzes
ist die Interpolation von vorgegebenen Funktionswerten an vor-
gegebenen Stiitzstellen durch Polynome. Die wesentliche Idee ist
dabei folgende:
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Bemerkung 4.13.1 Fiir ein Polynom f € K [x] undt,ce K ist
die Bedingung
f(t)=c

aquivalent zu der Kongruenz
f=cmod (z-1t)
Beweis. Letzteres bedeutet, dass es ein g € K [z] gibt mit

f=q-(x-t)+c
also folgt f(t)=q(t)-0+c=c.

Umgekehrt, ist f(t) = ¢ und schreiben wir f = ¢-(z — t)+d mit
Division mit Rest und einer Konstanten d, dann gilt ¢ = f(t) =
q(t)-0+d=d. =

Wir koénnen also das Interpolationsproblem als ein System
simultaner Kongruenzen formulieren. Die Existenz einer Losung
und den maximal notwendigen Grad des Losungspolynoms f er-

halten wir aus dem Chinesischen Restsatz, denn es gibt ein g €
K [z] mit f =q-(z—t)+c genau dann, wenn f =¢ e K[x]/(z-1).

Satz 4.13.2 (Lagrange-Interpolation) Sei K ein Korper. Sind
ty,....tx € K paarweise verschiedene Stitzstellen und cq,...,cp €
K, dann gibt es genau ein Polynom f € K [x] mit deg f < k und

Beweis. Es gilt fiir alle ¢ # 7, dass
1€(ti—tj) und ti—tj € (Z)’J—ti)-i-(l'—tj)

also
Klz]=Q)cti-tjc(z—-t;)+(z—t;)

d.h.
(z-ti)+(z-t;)=(1) = K [x].
Somit liefert der Chinesische Restsatz
K]/ (T (z-t) 2 K [2]/ (z - t1) x..x K[2]/(z—t;) 2 K*

also existiert ein eindeutiges Urbild g mit

gr— (c_l, ,@)
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Dabei ist g eine Losung der simultanen Kongruenzen
g=c;mod (z—t;) Vi

Es gilt also g —¢; = ¢; - (x = t;) Vi und somit g(¢;) —¢; =0 Vi.
Division mit Rest
9=q- T (w—t)+ f
gibt ein eindeutiges f € g mit deg(f) < k. Weiter ist g(t;) = f(;)

Vi. &

Beispiel 4.13.3 Wir suchen das eindeutige Polynom f € R[x]
vom Grad 1 mit

f(-1)=1
f(1) =2

Der erweiterte Fuklidische Algorithmus liefert

1 1
=5 @)+ (=5) (e-1)

also ist

1 1 1 3
f:2§($+1)+1(—§)(l‘—1):§1’+§
siehe Abbildung /.2.
Division mit Rest der Losung nach (x+1)(z-1) ist in diesem

Beispiel nicht nétig, da die Losung schon Grad 1 hat.

Da alle Moduli von der speziellen Form z —¢; sind, konnen
wir sogar eine Losungsformel fiir f angeben, miissen also nicht
immer die Kongruenzen neu l6sen:

Bemerkung 4.13.4 Mit den Lagrangepolynomen

T -1
fi= T —
bttty

151
fi = 1mod (x —t;)
fi=0mod (x —t;) fir j+i
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-2 ) 0 1 2

Abbildung 4.2: Interpolation

also erhalten wir f direkt als

f=

%

Cifi-

k
=1

Man beachte: Will man das Interpolationsproblem mehrfach fiir
dieselben t;, aber verschiedene c; losen, so miissen die f; nur
einmal bestimmt werden.

Beispiel 4.13.5 Wollen wir zum Beispiel ein Polynom f € R[z]
finden mit

f(=1)=1, f(0)=0, f(2)=1
mussen wir nur

(z-0)(x-2) s '(x+1)(ac—2)Jr (z+1)(z-0)
(-1-0)(-1-2) (0+1)(0-2) (2+1)(2-0)

:%(x2—2x)+é(x2+x)

=1

1
=—x? - lx
2 2
berechnen. Abbildung /.3 zeigt den Graphen der Funktion R - R,

In MAPLE st die Lagrange-Interpolation implementiert in
dem Befehl interp:
f:=interp([-1,0,2],[1,0,1],2);
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-2 41 1 2 3

=1+

24
Abbildung 4.3: Interpolation

f=322-3x

Den Funktionsgraphen kénnen wir plotten durch:
plot(f,z=-2..2);

4.14 Ubungsaufgaben

Ubung 4.1 Sei R ein Ring. Zeigen Sie durch Verwendung der
Ringaxiome, dass fir alle x,y € R gilt

Oxr=20=0
(-z)y=z(-y)=-zy
(—2) (-y) =2y

Ubung 4.2 Stellen Sie die Verkniipfungstafeln der Multiplika-
tion und Addition des Rings ZJ10Z auf. Welche Elemente von
Z]10Z sind Einheiten und welche Nullteiler? Geben Sie auch die
Gruppentafel der Einheitengruppe (ZJ10Z)" an.

Konnen Sie ein Kriterium formulieren, wann ein FElement
von Z[nZ eine Einheit oder ein Nullteiler ist?

Ubung 4.3 Der iffentliche RSA-Schliissel von Alice ist
na = 16193582284064670754749147755570104509669721475765293619

€A:216+1
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Bob hat eine verschliisselte Nachrichit
c =14068462319149774133380855330222038912509815146884619993

an Alice geschickt. Was war der Inhalt der Nachricht?
Hinweise: Um fiir a,b,n € N effizient a® modn zu berechnen,
kénnen Sie das MAPLE Kommando

Power(a,b) mod n

verwenden.
Verwenden Sie die MAPLE-Funktion % factor.

Ubung 4.4 1) Implementieren Sie das Faktorisierungsverfah-
ren von Pollard.

2) Testen Sie Ihre Implementierung an Beispielen, insbeson-
dere auch an Aufgabe 4.5.

Hinweis: Alice hat ungeschickterweise einen Primfaktor p
vonna = p-q so gewdhlt, dass p (p) nur Primpotenzfaktoren
< 200000 hat.

Ubung 4.5 Seien a,b,n €N und
b=by2" + b2 + 5,27 + ...
mit b; € {0,1} die Darstellung von b als Bindrzahl.

1) Implementieren Sie ein effizientes Verfahren zu Berech-
nung von
a’modn

durch sukzessives Quadrieren.

2) Testen Sie Ihre Implementierung an Beispielen, insbeson-
dere auch an Aufgabe 4.5.

Ubung 4.6 Der Fermatsche Primzahltest: n heifst Fermatsche
Pseudoprimzahl zur Basis a, wenn n nicht prim ist, aber den-
noch a™! = 1modn gilt.

Bestimmen Sie mit Computerhilfe jeweils alle Pseudoprim-
zahlen n < 1000 zur Basis a mit a = 2,3,5 und vergleichen Sie
deren Anzahl mit der Anzahl der Primzahlen.

Hinweis: MAPLE-Funktionen nextprime und mod.
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Ubung 4.7 Sei m € Zss. Fiir ein a € Z gelte a™' = 1modm
m—1

und a » # 1lmodm fir jeden Primteiler p von m — 1. Zeigen
Sie, dass dann m prim ist.

Ubung 4.8 Sei K ein Korper.

1) Zeigen Sie: Die Menge der Polynome K[x] mit Koeffizi-
enten in K ist mit der Addition und Multiplikation aus
Definition 4.2.6 ein Integritdtsring.

2) Implementieren Sie die Addition und Multiplikation in K[x].

Ubung 4.9 Zeigen Sie, dass es einen Korper K mit genau 4
Elementen gibt, indem Sie die Verkniipfungstafeln der Addition
und Multiplikation aufstellen.

Hinweis: Bezeichnen Sie die Elemente von K als 0,1,a,a+1.

Ubung 4.10 Zeigen Sie:

1) Jeder Integrititsring mit endlich vielen Elementen ist ein
Korper.

2) In einem endlichen Ring ist jedes Element entweder eine
Einheit oder ein Nullteiler.

Ubung 4.11 Sei R ein Integrititsring und S = R\{0}. Wir kon-
struieren den Ring von Brichen

Q(R)={§|TER,S€S}

als Q (R) = (Rx S) | ~ mit der Aquivalenzrelation
(r,s)~(r',s")y e rs'—sr'=0

und schreiben = := [(r,s)]. Addition und Multiplikation sind ge-
geben durch

(a1 T 1S9 + 17957
—_— + —_— —_—

S1 82 5152
r ro Tire

51 S22 5152

1) Zeigen Sie: Addition und Multiplikation sind wohldefiniert
und Q(R) ist ein Korper.
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2) Implementieren Sie die Arithmetik in Q = Q(Z), d.h. Addi-
tion, Multiplikation, Inverse, eine Funktion zur Entschei-
dung von Gleichheit, und eine Funktion, die fiir jedes Ele-
ment einen gekirzten Reprdsentanten bestimmit.

3) Konnen Sie Ihre Implementierung so modifizieren oder ver-
allgemeinern, dass sie auch fiir den Koérper der rationalen

Funktionen Q(X) = Q(Q[X]) funktioniert?
Ubung 4.12 Sei R ein Integrititsring. Zeigen Sie:
1) Fira,b,ce R, ¢+ 0 folgt aus ac = be, dass schon a =b.
2) FiralleaeR gilt a|0 und a|a und 1| a.
3) Seien a,b,ce R. Gilt ¢|b und b|a, dann c| a.
4) Ist a e R und we R* und a|u, dann ist a € R*.

5) Seien a,b,d € R mit d|a und d|b. Dann gilt d | (xa +yb)
fiir alle z,y € R.

6) Seien a,be R. Dann ist (a) c (b) <= b]| a.
7) Sind a,be R, so gilt
albundb|a <= JueR* mit a=ub<= (a)=(b)

Man sagt dann, a und b sind assoziiert.

Dies ist eine Aquivalenzrelation.

Ubung 4.13 Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass K [x,y] kein
Hauptidealring ist.
Hinweis: Betrachten Sie das Ideal (x,y) c K [z,y].

Ubung 4.14 Zeigen Sie, dass Z[z] kein Hauptidealring ist.
Hinweis: Betrachten Sie das Ideal (2, ).

Ubung 4.15 Sei Fy der Kirper mit den zwei Elementen 0 und
1. Bestimmen Sie alle Elemente von

K =Fy[z]/(2* + 2 +1)

und die Additions- und Multiplikationstabelle von K. Zeigen Sie,
dass K ein Korper ist.
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Ubung 4.16 Bestimmen Sie in Q[x] den grifiten gemeinsamen
Teiler ggT(f,g) von

f=x2+2x+1 g=22-2x+1
und a,b € Q[z] mit
geT(fg)=a-f+b-g.
Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit dem MAPLE-Befehl gcde.

Ubung 4.17 Bestimmen Sie die Menge L c R [z] aller Lisun-
gen f der simultanen Kongruenzen

f=2+3(x-1)mod (z - 1)’
f=1+2(z+1)mod(z+1)

Finden Sie die eindeutige Losung f € L minimalen Grades. Siehe

auch Abbildung 4.4.

Abbildung 4.4: Polynom mit vorgegebenen Funktionswerten und
Ableitungen
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Ubung 4.18 Finden Sie das eindeutige Polynom f € R[z] von
Grad deg f <3 mit

f(=2)=0 f(0)=1 f(1)=0 f(4)=0,

und zeichnen Sie den Funktionsgraphen. Uberpriifen Sie Ihre Lo-
sung mit dem MAPLE-Befehl interp.
Hinweis: Sie kénnen den MAPLE-Befehl plot verwenden.

Ubung 4.19 Seienai, ..., a, € R paarweise verschieden und m, ..., m, €
N mit ¥’ ym; = d+1. Zeigen Sie mit Hilfe des Chinesischen
Restsatzes, dass es fiir alle

bl,Oa ceey bl,ml—ly ceey br,Oa sety br,mr—l eR
ein eindeutiges Polynom f e R[x]_, gibt mit
FO (a;) = by
fiur alle j=0,...m; =1L undi=1,...;r.
Ubung 4.20 Seiie C die imagindre Einheit, also i = -1, R =
Z[i] und
d: R\{0} - Nj
a+b-i ~» a?+0?
1) Zeigen Sie, dass

d((a+b-i)-(c+d-i))=d(a+b-i)-d(c+d-1).

2) Folgern Sie, dass Z[i]" ={1,-1,i,-i}.

3) Zeigen Sie, dass (R,d) ein euklidischer Ring ist. Hinweis:
Berechnen Sie zur Division mit Rest von a+b-1 durch c+d-1

zundchst ,
a+b-1

c+d-1

€ Q]
4) Bestimmen Sie einen Erzeuger des Ideals

(3+4i, —1+12i)cZ[i]
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Ubung 4.21 Zeigen Sie fir n = -1,-2,2,3, dass R = Z[\/ﬁ]
zusammen mait

d: R\{0} - N,
a+byn ~ |(a+by/n)(a-byn)

ein euklidischer Ring ist. Geben Sie ein Verfahren an, um die
Division mit Rest durchzufiihren.

Ubung 4.22 Schreiben Sie ein MAPLE Programm, das in R =
7 [\/ﬁ], n=-1,-2,2,3 die Division mit Rest und den Euklidischen
Algorithmus zur Bestimmung des ggT durchfiihrt.

Ubung 4.23 Bestimmen Sie jeweils einen Erzeuger der Ideale

(2-4,2+i)cZ[i]  (11+8V3,7+2V3) cZ[V3].



5

Vektorraume

5.1 Ubersicht

Die lineare Algebra beschéftigt sich mit der Beschreibung von
Vektorraumen, der am héaufigsten vorkommenden Struktur in
der Mathematik. Der Grund dafiir liegt darin, dass sie zur Be-
schreibung der Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen
dienen. Wir illustrieren dies zunéchst an einem Beispiel: Wollen
wir etwa die Menge M aller Polynome

f =21t + 29t? + w3t + 14 € R[¢]

vom Grad 3 mit Nullstellen in ¢ = -1 und ¢ = 2 und Wendepunkt
in ¢t = 0 bestimmen, so miissen wir alle f finden mit

f(=1)=0
f7(0)=0
f(2)=0.
Die Koeffizienten von f miissen also das Gleichungssystem
-1 + X9 - I3 + Ty = 0
2(132 = 0
8[E1 + 41’2 + 21’3 + Iy = 0

erfilllen. Alle diese Gleichungen sind linear (d.h. von Grad 1)
in den Variablen z;. Man spricht dann auch von einem linea-
ren Gleichungssystem. Da in den Gleichungen kein konstanter
Term vorkommt, spricht man von einem homogenen linearen
Gleichungssystem. Allgemein definiert man:

145
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Definition 5.1.1 FEin Polynom f € K|x1,...,z,]| heiffit homo-
gen, wenn alle Terme von f denselben Grad haben.

Beispiel 5.1.2 Die Polynome x1 + xo und 239 + 2123 sind ho-
mogen, x1 + 1 und x3xq + x129 dagegen nicht.

Im Gegensatz zu Systemen polynomialer Gleichungen hohe-
ren Grades, kann man lineare Gleichungssysteme sehr einfach
16sen. Die Idee dabei ist, ein dquivalentes System zu finden, von
dem wir die Losungsmenge sofort ablesen konnen. Dazu verwen-
det man die folgende offensichtliche Beobachtung: Man kann in
Gleichungssystemen

e Vielfache einer Gleichung zu einer anderen addieren,
e Gleichungen mit einer Konstanten ¢ # 0 multiplizieren und

e die Reihenfolge der Gleichungen éndern,

ohne dass sich die Losungsmenge éndert. Diese Transforma-
tionen verwendet man nun, um systematisch das Gleichungs-
system so zu vereinfachen, dass in den Gleichungen die Variablen
x; kleinsten Index ¢ paarweise verschieden sind. Dieses Verfahren
bezeichnet man als den Gaufialgorithmus. Der Gauflalgorith-
mus und der Euklidische Algorithmus sind die beiden wichtigsten
Algorithmen in der Mathematik. Sie bilden die Basis von vielen
anderen Algorithmen.

5.2 Gaufdalgorithmus

Wir formulieren den Gaufsalgorithmus allgemein fiir ein beliebi-
ges Gleichungssystem homogener linearer Polynome iiber einem
beliebigen Korper K. Wie schon diskutiert, konnen wir das Sy-
stem wie folgt manipulieren:

Bemerkung 5.2.1 Sind 1,1y € K[z1,...,x,] Polynome und 0 #
ce K, dann gilt fir alle v € K™

ll((L’):O }<:>{ ll((L’):O
lo(2) =0 lo(x)+c-li(x)=0



5. VEKTORRAUME 147

und
Ii(x)=0<=c-11(x)=0

und
li(z)=0 }(:{ lo(z)=0
lo(x) =0 li(z)=0

Um dies systematisch durchzufiihren, miissen wir eine Rei-
henfolge fiir die Variablen festlegen. Die Idee ist hier, beziiglich
der Totalordnung x; > x5 > ... > x,, auf der Menge der Varia-
blen den grofsten Term auszuwéhlen, man konnte aber auch je-
de andere Sortierung der Variablen verwenden. Beziiglich dieser
Reihenfolge definieren wir:

Definition 5.2.2 Ist f =csxs+ ... + ¢z, mit cg # 0, dann heifst
L(f) = =
die Leitvariable (oder das Leitmonom von f),
LC(f) =¢s
der Leitkoeffizient von f,
LT(f) = csxs
der Leitterm von f, und
tail(f) = f = LT(f) = cs41Ts1 + - + Cry
der Tail von f.
Beispiel 5.2.3 Fiir

f=2xo+bx3+ 14

st
L(f) = T2
LC(f) =2
LT(f) = 2[)’22

tall(f) = 5373 + X4.
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Leitterme markieren wir im Text typischerweise in rot.

Satz 5.2.4 Fiir ein homogenes lineares Gleichungssystem gege-
ben durch ly,...,l, € K[xq,...,x,], alle l; # 0, berechnet Algorith-
mus 5.1 ein dquivalentes System, sodass alle Leitmonome paar-
weise verschieden sind.

Siehe auch Aufgabe 5.2.

Algorithmus 5.1 Gaufsalgorithmus
1: for all ¢ do llzﬁ(ll)ll
2: while exist ¢ # j with L(l;) = L(l;) do

3: lj = lj - lz

4: if [; =0 then
5: delete [;

6: else

7: lj = ﬁ(lj) . lj

Beispiel 5.2.5 In dem obigen Beispiel

ll = -1 + X9 - X3 + Ty = 0
l2 = 2332 = 0
13 = 8x; + 4]}2 + 2I3 + X4 = 0

geht der Algorithmus wie folgendermaflen vor:

o ll = —ll, 12 = %lg und lg = %lg
ri1 - X9 + I3 - X4 = 0
o = 0
r + %ZL‘Q + 4—111‘3 + %1'4 = 0
o l3:==l3-1
r{ - To + r3 - Ty = 0
Lo = 0
3 9 —
5(132 - Zl’g + §I4 = 0
[ 4 lg = %lg
xry - X9 + r3 - Ty = 0
o = 0

8
)
|
N
&
w
+
|
&
N
Il
)
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L4 l31=l3—l2

ry - X9 + rs — rs = 0
o = 0

1 3 _
—imd + 11'4 = 0

o l3 = —2l3

rKA - X9 + T3 - Ty = 0
1) = 0
s — %.T4 = 0

Bemerkung 5.2.6 Durch Sortieren der l; nach aufsteigendem
Index der Leitvariable L(l;) erhdlt man die Zeilenstufenform
des Systems.

Beispiel 5.2.7 In Beispiel 5.2.5 ist das System schon in Zei-
lenstufenform, das System

0
lQ = rg = 0
13 = o = 0

dagegen nicht. Durch Vertauschen von ly und l3 erhdlt man das
System in Zeilenstufenform.

ll = I = 0
lQ = Lo = 0
0

I3 = r3 =

Bemerkung 5.2.8 Durch Algorithmus 5.2 konnen wir errei-
chen, dass die Variable L(l;) genau in l; vorkommt. Man spricht
dann von einer reduzierten Zeilenstufenform.

Siehe auch Aufgabe 5.2.

Algorithmus 5.2 Reduktion
1: while exist i # j with L(l;) in tail(/;) with coeff ¢ do
2: ll = lz —-C- lj
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Beispiel 5.2.9 In Beispiel 5.2.5 erhalten wir durch ly := 11 + lo

1 + X3 - Ty = 0
o = 0
T3 - %x4 = 0

und ly := 1y — 3 die reduzierte Zeilenstufenform

I - %.T4 = 0
o = 0
I3 - %1'4 = 0

Bemerkung 5.2.10 (Losungsmenge) Von der reduzierten Zei-
lenstufenform lasst sich die Losungsmenge des Gleichungssystems
direkt ablesen:

V ={xe K" |L(l;) = —tail(l;) fir alle i}

Alle Variablen, die nicht als Leitmonome auftreten, kénnen also
beliebige Werte in K annehmen, und die anderen Variablen be-
rechnen sich durch die Gleichungen L(l;) = —tail(l;) aus diesen.
Wir kénnen in x fir L(l;) also —tail(l;) einsetzen.

Beispiel 5.2.11 Die Lisungsmenge des Gleichungssystems aus
Beispiel 5.2.5 st

1 3
v={I€R4|.’1}1=—§I4, $2:O, .’173=§J]4}.

Die Variable x4 kann also beliebige Werte annehmen, wdhrend
T1, %o, x3 dann bestimmt sind. Durch Einsetzen ldsst sich die Lo-
sungsmenge damit auch schreiben als

Beispiel 5.2.12 Die Menge der in dem Beispiel in Abschnitt
5.1 gesuchten Polynome

f = Jflt?’ + l’gtz + ZL‘3t + Xy € R[t]
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vom Grad 3 mit Nullstellen in t =-1 und t = 2 und Wendepunkt
i t =0 ist also

1 3
M:{—§x4~t3+§x4-t+x4|374€R}-

Abbildung 5.1 zeigt die Graphen von einigen f € V' (aufgefasst
als Abbildungen R - R, x — f(x)). Insbesondere sehen wir, dass
jede solche Funktion beirt = =1 sogar eine doppelte Nullstelle hat.

4

-4

Abbildung 5.1: Kubische Polynome mit Nullstellen bei —1 und 2
und Wendepunkt bei 0

Fiir weitere Beispiele siehe Aufgabe 5.16.1.
Wir kénnen M in Beispiel 5.2.11 auch schreiben als

M={$4'f’334€R}
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mit ] 5
=3+ =t +1.
/ 2 2

Die wesentliche Eigenschaft von M ist also, dass mit einem Ele-
ment auch alle seine R-Vielfachen in M liegen. Tatséchlich gilt
dies fiir die Losungsmenge jedes homogenen linearen Gleichungs-
ystems iiber einem Korper K: Summen und K-Vielfache von
Losungen sind wieder Losungen. Eine Menge mit diesen Eigen-
schaften bezeichnet man als einen K-Vektorraum.

In dem Beispiel ist jedes Element von M ein Vielfaches von f,
und man nennt f deshalb einen Erzeuger von M. Im Allgemeinen
benotigt ein K-Vektorraum V' mehr als einen Erzeuger, d.h.

V={$1'f1+...+l'r'fr|Ii€K}

mit geeigneten f; € V. Man bezeichnet dann fi,..., f. als Erzeu-
gendensystem von V. Kann man kein Element eines Erzeugen-
densystems weglassen, so spricht man von einer Basis. In dem
Beispiel ist also das Polynom f eine Basis von M. Die Anzahl
der Elemente einer Basis bezeichnet man als Dimension des Vek-
torraums. Beispielsweise ist die Menge R[t¢]<3 der Polynome in
R[t] vom Grad < 3 ein Vektorraum der Dimension 4 mit Basis
1,t,t2,t3, denn jedes g € R[t]<s ldsst sich auf eindeutige Weise
schreiben als
Z‘lt3 + x2t2 + a3t + 4.

Die Menge M c R[t]<3 aus dem obigen Beispiel ist ein Vektor-
raum der Dimension 1. Auch R[¢] ist ein R-Vektorraum, dieser
benotigt aber unendlich viele Erzeuger, z.B. bilden 1,¢,¢2, ... eine
Basis, und somit hat R[¢] unendliche Dimension.

Das Konzept der Vektorraume, Erzeugendensysteme und Ba-
sen wollen wir im folgenden Abschnitt allgemein einfiihren.
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5.3 Vektorraume und Basen

Definition 5.3.1 Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist
eine Menge V' zusammen mit zwei Verknipfungen

VxV — V. (Addition)

(v,w) — v+w

KxV
(A v)

die folgenden Aziomen geniigen:

V' (Skalarmultiplikation)
A-v

—
s
(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe,
(V2) Assoziativgesetz

A(pev)=(A-p)-v

fiir alle \,pe K undveV,

(V3) 1-v=w fir alleveV,
(V4) Distributivgesetze

(A+p)-v=XAv+p-v
A(v+w)=Av+ X w

fur alle \,pe K und v,weV.
Die Elemente eines Vektorraums nennen wir auch Vektoren.

Man beachte, dass hier + sowohl fiir die Addition in K als
auch in V' verwendet wird, und - sowohl fiir die Multiplikation
in K als auch die Skalarmultiplikation. Welche der beiden M&g-
lichkeiten gemeint ist, ist aber aus dem Typ der verkniipften
Elemente klar.

Beispiel 5.3.2 Sei K ein Korper. Beispiele von K -Vektorriumen
sind:
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1) K" ={(ay,...,a,) | a; € K} mit

(al, ...,an) + (bl, ,bn) = (al + bl, ey Qpy + bn)
Aay, ..., a,) = (Aag, ..., Aay,)

wobei man Elemente von K™ auch als Spaltenvektoren schreibt,

d.h. als

Das neutrale Element der Addition von K™ ist der Null-
vektor

2) der Polynomring K|[z],
3) die Menge der Folgen in K
KY={a:N— K}
mit
(a+b)(m):=a(m)+b(m)
(A-f)(m) =X f(m)
fiir m e N,

Bemerkung 5.3.3 Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:

1) O -v =0y fir alleveV,
A'OVZOV fUT alle)\eK,
2) (-1)-v=-v firaleveV,
3) Nv=0=A=0 oderv=0 firalle \e K, veV.

Dabei bezeichnet O das Neutrale von (K, +) und Oy das Neu-
trale von (V,+). Ist aus dem Kontext klar, ob die Konstante Ok
oder der Nullvektor Oy gemeint ist, schreiben wir einfach 0.
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Beweis. (1) und (2) sind leichte Ubungen (siehe auch Aufgabe
5.1). Zu (3): Fiir A-v=0und 0+ A e K, ve V gilt

v=1-v= (A7 0w = A" 0w) = A0y = 0y
| ]

Beispiel 5.3.4 Wir geben Beispiele fiir die Aussagen in Bemer-
kung 5.5.3:

1)

L)) ()
)=o) =(5)

genau dann, wenn Ary =0 und Axo =0, d.h. genau dann,
wenn A =0 oder x1 = x5 = 0.

3)

Bemerkung 5.3.5 Man konnte K in der Definition von V' durch
einen kommutativen Ring R mit 1 ersetzen (2.B. Z oder einen
Polynomring). Dann spricht man von einem R-Modul. Die Struk-
turtheorie von Moduln ist wesentlich komplizierter als die von
Vektorraumen. Ein wesentlicher Grund hierfir liegt darin, dass
die Aussage (3) in Bemerkung 5.5.3 im Allgemeinen nicht mehr
korrekt ist. Beispielsweise ist Z]2 ein Z-Modul mit der Skalar-
multiplikation

LxL2 - 72
(n,a) +~» n-a=a+..+a=m-a
—_——

und es qilt
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obwohl2 +0 und 1 + 0. Fin Z-Modul ist das gleiche wie eine abel-
sche Gruppe, denn genau wie bei Z[2 konnen wir einer abelschen
Gruppe durch n-fache Addition

ZxG - G
(n,g) » n-g=g+..+g

—_————
n

eine Z-Modulstruktur geben.

Summen und Vielfache von Losungen von homogenen linea-
ren Gleichungssystemen sind wieder Losungen. Deshalb definie-
ren wir:

Definition 5.3.6 SeiV ein K -Vektorraum. Eine nichtleere Teil-
menge U c V' heifst Untervektorraum, wenn

ul,ugeU:u1+u2€U

AeK,ueU= \-uel.

Bemerkung 5.3.7 1) U mit der von V induzierten Additi-
on und Skalarmultiplikation ist ein K-Vektorraum (siche
Ubung 5.1).

2) Jeder Untervektorraum U enthdlt die 0 € V' (denn es gibt
einuel und 0=0-uelU).

Satz 5.3.8 Die Liosungsmenge eines homogenen linearen Glei-
chungssystems fir xy,...,x, tber dem Korper K ist ein Unter-
vektorraum von K™.

Beweis. Betrachte das System

1101+ ...+ a1 Ty =0

Ap1T1 + o+ Ap Ty = 0

iiber einem Korper K. Sind x,y € K™ Losungen, dann auch x +y
und \ -z fiir alle A € K:
Ist Y7 1a:575 =0 und Y7 a,;y; =0 fiir alle i = 1,...,r, dann
auch
Yiai(zy+y;) = Xiairg + X aiy; =0
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und
Z?:lai,j()‘ ‘x5) = A Z;‘L:lai,jxj = 0.

]

Die Losungsmengen von inhomogenen linearen Gleichungssy-
stemen (also mit einem konstanten Term # 0 in einer der Glei-
chungen) sind dagegen keine Untervektorrdume, denn sie enthal-
ten nicht die 0 € K™.

Beispiel 5.3.9 Fine Gerade L c R™ ist ein Untervektorraum
genau dann, wenn 0 € L (siehe Abbildung 5.2).

Abbildung 5.2: Geraden im R?, die Untervektorrdume sind

Beweis. Die Notwendigkeit von 0 € L ist klar. Falls 0 € L, dann
L={\w]|XeR}
mit 0 # v € L. Somit ist

)\11)4‘)\21): ()\1+)\2)UEL
)\1 (/\27]) = ()\1)\2)’0 el

fir alle \; e R. m
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Beispiel 5.3.10 1) Untervektorraume von R3 sind {0}, die
Geraden durch 0, die Ebenen durch 0 (Ubung) und R3
selbst. Dass dies alle moglichen Untervektorrdume sind,
werden wir spdter zeigen.

2) Klz],={feK[x]|degf<d} c K[x] ist ein Untervek-

torraum.
3) Die Mengen
Uy ={(z,y) eR* |y > a}
mit a € R (siehe Abbildung 5.3 fir a=0) und
Uy ={(z,y) e R* |y = 2%}

(siehe Abbildung 5.4) sind keine Untervektorrdume von R2.
Warum?

Abbildung 5.3: Halbebene

4) Sind ay ,...a, € K, dann ist die Hyperebene
H={(z1,...,x,) e K" |a12x1 + ... + apx, = 0}

ein Untervektorraum. Dies haben wir schon allgemeiner in
Bemerkung 5.3.8 fiir Losungsmengen von homogenen linea-
ren Gleichungssystemen beobachtet.



5. VEKTORRAUME 159

2v

Abbildung 5.4: Parabel

Definition und Satz 5.3.11 SeiV ein K-Vektorraum und vy, ..., v, €
V. Ein Vektor v eV ist eine Linearkombination von vy, ...,v,,
wenn es \; € K gibt mit

V=AU + ..o+ AU,
Die Menge aller Linearkombinationen
(U1, vp) = {1+ ..+ Mo [N e K} eV

st ein Untervektorraum, der von vy, ..., v, aufgespannte Un-
tervektorraum.

Beweis. Sind v, w € (vy, ..., v, ) alsov = ¥ vy und w = Y00 ;v
mit \;, u; € K, dann

V+w = Z ()\Z +Mi)vi € <1)1, ...,Un>
i=1

und
n

A=Y (A X)) v € (vr, .o, 0n)

i=1
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Beispiel 5.3.12 1) Die Vektoren

1 0
vi=|l 0], v= 1 eR3
0 0

spannen die Ebene E = {z =0} auf, denn fir jeden Vektor
in der Ebene gilt

A1
E> Ao :>\1U1 + /\21)2.
0
Die Vektoren
1 1
wy = 1 , Wo = -1 eR3
0 0

spannen ebenfalls die Ebene auf, d.h.
E = (Ulan> = (w1,w2)
denn wy = vy + vy und wy = V] — Uy also

(w1, wy) € (v1,v9)

und vy = %wl + %wg und vy = %wl - %wg, also

(v1,v9) € (wy,ws) .
Siehe auch Abbildung 5.5.
2) Die Polynome 1,x,....,x% € K[z] spannen K[x]<q auf.
Definition 5.3.13 Sei V' ein K-Vektorraum.

1) Vektoren vq,...,v, € V heiffen ein Erzeugendensystem
von V', wenn

V= <Ul, ‘..,Un> .
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(0,0,0) 4

Abbildung 5.5: Zwei Erzeugendensysteme der Ebene {z = 0} c R3

2) Vektoren vy, ...,v, € V heiffen linear unabhdngig, wenn
aus
AU+ .+ A0, =0

folgt, dass
Al:---:An:O;

anderenfalls linear abhdngig.

3) Ein Erzeugendensystem vy, ...,v, von V aus linear unab-
hingigen Vektoren heiffit Basis von V.

Algorithmus 5.3.14 Vektoren vy, ...,v, € K™ sind linear un-
abhdngig genau dann, wenn das homogene lineare Gleichungs-
system
AU+ .+ A0, =0
nur die Lésung
)\1 0

An 0
hat. Dies konnen wir mit dem Gaufalgorithmus entscheiden.

Beispiel 5.3.15 1) Die Vektoren

ae(3) (D) (1)

sind linear abhingig, denn das Gleichungssystem

Ao ) ) o) (5)
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d.h.
)\1 + )\3 = 0
)\2 + )\3 = 0
hat den Lésungsraum
-3 0
-3 | A3 eR # 0
A3 0

Das heifst, die Vektoren vy, v, v3 erfillen die (bis auf Viel-
fache eindeutige) Relation

—v1 — Uy +v3 =0.

Die Vektoren vy und v bilden dagegen eine Basis von R2.
Allgemeiner:

2) Die Einheitsvektoren

1 0
€1 = O ) ,En = 0 e K"
0 1

bilden eine Basis von K™, die sogenannte Standardbasis:
Jeder Vektor in K™ ldsst sich schreiben als

a
=aie1 +... +tane,
Gnp

und eq, ..., e, sind linear unabhdngig, denn
aer+...+ape,=0—a;=...=a, =0
3) Die Polynome 1,z,...,x% bilden eine Basis von K[x],
denn
ap-1+..+ag-2'=0=ag=...=ay;=0.

Siehe auch Ubungsaufgabe 5.4.

Mit Hilfe einer Basis kann man den Losungsraum eines homo-
genen linearen Gleichungssystems wesentlich kompakter schrei-
ben. Die Basis liest man von der reduzierten Zeilenstufenform
ab:
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Bemerkung 5.3.16 (Basis des Losungsraums) Sei

li = Ty +ti1(35j1> -~-axjnfr) =0

lr =2, t tir(xju ---a‘rjn—r) =0

mit l; € K[x1,..,x,] homogen linear in reduzierter Zeilenstufen-
form mit Leitvariablen

Ligyeeey T

r

und freiten Variablen

Ljiyeers L
(also {j1, s Jnr} = {1, ..cn}\{d1, ..., 2.} ). Mit

| iz, wy,)  falls m; eine Leitvariable
9i = T falls z; eine freie Variable

konnen wir die Losungsmenge schreiben als

gl(le7”'7xjn—7')
L= |xj17"'7‘rjn—r€K
g’VZ('r]i? AR xjn—r)

Da die g; homogene lineare Polynome in xj,,...,x;,  sind und
somat

gl(xj17"'7xjn—7‘) 91(1707"'a0) 91(07“'7071)
: Z.lejl' : +"'+xjn—r' :

gn(xj17"'7xjn—'r) gn(1707"'70) gn(O,---,(),l)

erhalten wir ein Erzeugendensystem

91(1,0,...,0) 91(0,...,0,1)
L= : :

PIERRRY

gn(1,0,...,0) 9n(0,...,0,1)

Da in den Koordinaten xj,,...,x;, . der Erzeuger eine Ein-
heitsbasis von K™ steht, sind diese linear unabhdngig und bil-
den somit eine Basis von L.
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Siehe auch Aufgabe 5.2.

Beispiel 5.3.17 Das System

ll = a1 + 2£L'2 - 2$5 = 0
lg = T3 + Ty = 0
lg = rq4 + 2%5 = 0

in Q[z] ist schon in reduzierter Zeilenstufenform, also die Lo-
sungsmenge

—2x9 + 2%5
€2
V= —x5 | 29,25 € Q
—2$5
5

und somit erhalten wir mit (za,25) = (1,0) und (x2,x5) = (0,1)
eine Basis:

-2 -2
1 0
V:( o || -]
0 -2
0 1

Wir diberpriifen nochmals in diesem Spezialfall, dass es sich
tatsdchlich um eine Basis handelt: Jedes Element von V' ldsst
sich als eindeutige Linearkombination darstellen

—2x0 + 21’5 -2 -2
xT9 1 0
—T5 =9 - 0 |+ax5-] -1
25 0 -2
Is5 0 1

und die Vektoren sind linear unabhdngig, denn

-2 -2 0
! 0 v vy =0
) 0 |+x5-] -1 = 0 — -
0 _9 0 Ty = 0
0 1 0

Fiir weitere Beispiele siehe auch die Aufgaben 5.16.1 und
5.16.2.
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5.4 Dimension

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass je zwei (endliche) Ba-
sen eines Vektorraums gleich viele Elemente haben. Diese Zahl
ist eine wichtige Invariante des Vektorraums, genannt Dimen-
sion. Damit werden wir dann Vektorrdume im darauffolgenden
Abschnitt klassifizieren: Jeder n-dimensionale K-Vektorraum ist
isomorph zu K™.

Satz 5.4.1 Sei V ein K-Vektorraum und Q = (vy,...,v,) eine
Liste von Vektoren in V. Dann sind dquivalent:

1) Q ist eine Basis von V.
2) Q ist ein unverkirzbares Erzeugendensystem von V.

3) Q ist ein unverlangerbares System linear unabhdingiger Vek-
toren in V.

4) Jeder Vektor in V ldsst sich eindeutig als Linearkombina-
tion von ) darstellen.

Beweis. (1 = 2): Angenommen
U1y ooy Uiz15Vig1y 005 Up
sind auch ein Erzeugendensystem von V. Dann ist insbesondere
V; = )\1’01 + ...+ /\i_lvi_l + /\i+l/Ui+l + ...+ )\nvn
eine Linearkombination mit \; € K, also
)\11]1 + ...+ )\i_lvi_l —v; + )\1'4.11)1‘_,.1 + ...+ )\nvn = O,

ein Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit von vy, ..., v,.
(2 = 3): Wir zeigen zunéchst, dass vy, ..., v, linear unabhén-
gig sind. Angenommen

AU+ .+ A0, =0

und A; # 0. Dann ist

1
V; = )\— ()\11)1 + ...+ )\ifllvifl + )\Hl’UiJrl + ...+ )\nvn)
i
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also vy, ...,v;_1,Vis1, ..., U, €in kiirzeres Erzeugendensystem von V'
(d.h. eines mit weniger Elementen), ein Widerspruch zu (2).

Da nach (2) die Vektoren vy, ...,v, den Vektorraum V er-
zeugen, wire jedes weitere v € V' eine Linearkombination von
V1, ..., U, und somit vy, ..., v,,v linear abhéngig.

(3=4): Wir zeigen, dass vy,...,v, ein Erzeugendensystem
von V sind: Sei v € V beliebig. Nach Voraussetzung sind vy, ..., v,,v
linear abhéngig, also gibt es A\;, A € K, nicht alle 0, mit

AU+ .+ A0, + A = 0.

Angenommen A = 0. Dann ist \jv;+...+ A0, =0, wegen vy, ..., v,

linear unabhéngig also auch Ay = ... = A, = 0, ein Widerspruch.
Somit lasst sich v darstellen als
v = ﬁv + ..+ ﬁv
= b\ 1+ ... b\ n-

Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass
AMUL + oo+ AU =0 = U1 + oo+ Uy

also
(A=) v+ oo+ (AN = i) v, = 0.

Da vy, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt \; = u; Vi.

(4 = 1): Nach Voraussetzung ist vy, ...,v, ein Erzeugenden-
system. Waren die Vektoren linear abhéngig, dann géibe es zwei
unterschiedliche Darstellungen der 0

AU+ .o+ A0, =0=0v +... +0v,.

]

Aus einem Erzeugendensystem kénnen wir also durch suk-
zessives Weglassen von Erzeugern ein unverkiirzbares Erzeugen-
densystem, d.h. eine Basis, erhalten:

Corollar 5.4.2 (Basisauswahlsatz) Ist V ein K-Vektorraum
und vy, ..., Uy, ein Erzeugendensystem von'V', dann gibt es iy, ..., 0, €
{1,...,m}, sodass v;,,...,v;, eine Basis von V bilden.

n

Siehe auch Ubungsaufgabe 5.7.
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Beispiel 5.4.3 Die Vektoren

1 0 1 0
V1 = 0 , Uy = 1 , Usg = 1 , Vg = 0
0 0 0 1

erzeugen R3. Der Liosungsraum des Gleichungssystems Y, A\jv; =
0, d.h.

)\1 + )\3 = 0
)\2 + )\3 = 0
)\4 = 0
151
-1
-1
)
0

also gilt die Relation
-1 —v2+v3=0

d.h. wir konnen einen der drei Vektoren streichen. Da es kei-
ne weiteren Relationen zwischen den vy, ...,vq4 gibt, erhalten wir
dann linear unabhdingige Vektoren und somit eine Basis. Die
maglichen Basisauswahlen sind also

V1,V2,U4

V1,3, U4

V9, V3, U4

Im Allgemeinen haben Vektorrdume viele verschiedene Ba-

sen: Sowohl
1 0
(0)-(V)

(1))

bilden eine Basis von R2. Fiir jedes b € R sind die Polynome

als auch

1,(z-b),(z-b),...,(x - b)"*
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eine Basis von R [z]_, (siche Ubungsaufgabe 5.5). Insbesondere
fiir b = 0 erhalten wir die Standardbasis 1, z, ..., z¢.

Die Anzahl der Basiselemente ist jedoch von der Wahl der
Basis unabhéngig. Dies werden wir im folgenden Satz zeigen.

Definition 5.4.4 Fin Vektorraum heiffit endlichdimensional,
wenn er ein endliches Frzeugendensystem besitzt.

Mit dem Basisauswahlsatz 5.4.2 hat der Vektorraum dann
auch eine (endliche) Basis.

Definition und Satz 5.4.5 (Hauptsatz iiber Vektorrdume)
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann haben je
zwet Basen dieselbe Anzahl von Elementen.

Diese Anzahl bezeichnen wir als die Dimension dimg V
von V dber K. Ist V' nicht endlichdimensional, so setzen wir
dimg V = oo. Ist aus dem Zusammenhang klar, tber welchem
Korper wir V' betrachten, so schreiben wir auch kurz dim'V'.

Beispiel 5.4.6 Mit Satz 5./.5 und den Basen aus Beispiel 5.5.15
folgt:

1) dim K™ =n,
2) dimK|[x]g=d+1,

3) dim K[x] = oo, denn jede endliche Menge von Polynomen
erzeugt nur einen Untervektorraum, da sie nur Polynome
beschrinkten Grades enthdlt.

4) R ist ein Q-Vektorraum unendlicher Dimension (hdtte R
Dimension n tiber Q, dann gdbe es wie oben eine bijektive
Abbildung Q™ — R. Somit wdre mit Q auch R abzdhlbar,
ein Widerspruch). Also dimgR = oo (aber dimg R =1 mit
der Basis e; =1).

Der Beweis von Satz 5.4.5 beruht auf folgendem Lemma:

Lemma 5.4.7 (Austauschlemma) Seiv,...,v, eine Basis von
V und 0 £ w € V ein weiterer Vektor. Dann existiert ein i €

{1,...,n}, sodass auch vy,...,0;_1,W, Vi1, ..., U, €ine Basis von V
bilden.
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Beweis. Da vy, ..., v, ein Erzeugendensystem sind, gibt es Ay, ..., \,, €
K mit
W= AU+ ... + AUy,

Hier muss ein \; # 0 sein, da w # 0. Nach Umnummerieren kon-
nen wir A; £ 0 annehmen. Also ist

vy = i(w = (Mvg + ...+ \uy))
A1

eine Linearkombination von w, vs, ..., v, und somit diese Vektoren
Erzeuger von V. Hier verwenden wir essentiell die Kérpereigen-
schaft von K. Uber einem Ring wiirde /\—11 im Allgemeinen nicht
existieren.

Zur linearen Unabhéangigkeit: Angenommen

PW + oV + ... + Uy =0,
also
A vy + (o + pAe) va + oo + (i + A\n) v, = 0.
Da vy, ...,v, linear unabhéngig sind, gilt
PAL = o + WAy = oo = iy + i, =0
Aus Ay #0 folgt =0 und somit po =...=p, =0. m

Beispiel 5.4.8 Die Einheitsvektoren e, es,es3 € R3 bilden eine
Basis. Da

2 1 0 0
w=| -1 =21 0 |+(-1)-| 1 |+0-] O
0 0 0 1
konnen wir sowohl e1 als auch ey durch w ersetzen und erhalten
die Basen w,es,e3 bzw. e, w,es.

Mit dem Austauschlemma folgt durch Induktion:

Satz 5.4.9 (Austauschsatz) SeiV ein K-Vektorraum, vy, ..., v,
eine Basis von V' und wy, ..., ws linear unabhdngig. Dann gilt

s<n.
Weiter gibt es iy, ...,1,-s € {1,...,n}, sodass
Wiy eery Wy Vi yevey Vg

eine Basis von V' bilden.
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Beweis. Fiir s = 1 ist dies Lemma 5.4.7. Induktionsschritt s—1 —
s: Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir wy, ..., ws_1 austau-
schen. Nach Umnummerieren ist also

Wy .o y Ws-1,Vgy...,Up
eine Basis von V. Somit existieren \; € K mit
Wy = MWL + oo + Ag_1Weo1 + AgUs + ... + AUy,

Wiéren A; = ... = A\, = 0, dann wy, ..., w, linear abhingig, ein
Widerspruch. Es gibt also ein ¢ > s mit \; # 0, und damit kénnen
wir v; mit Lemma 5.4.7 gegen wy austauschen. m

Insbesondere erhalten wir:

Corollar 5.4.10 (Basiserginzungssatz) Ist V ein endlichdi-
mensionaler K -Vektorraum und vy, ... , vy, linear unabhdngig. Dann
qibt es Vi1, ..., 0, €V, sodass vy, ..., v, eine Basis bilden.

Beweis. Nach Corollar 5.4.2 hat V eine Basis und nach Satz
5.4.9 lassen sich in der Basis Vektoren durch vy,...,v,, austau-
schen. m

Der Austauschsatz impliziert auch direkt Satz 5.4.5:
Beweis. Satz 5.4.9 angewendet auf zwei Basen der Lange n und
s liefert sowohl s <m als auchn<s. m

Wir demonstrieren den Austauschsatz an einem Beispiel:

Beispiel 5.4.11 Die Polynome
P+ 1,22+, 0 +1eQr]e

bilden eine Basis: In der Standardbasis 1,z,x% kénnen wir x?
durch x? +1 austauschen, denn

2?+1=1-22+1-1,
+0
und wir erhalten die Basis
1z, 2%+ 1.

Weiter ldsst sich x durch x% + x austauschen, denn

a:2+a:=1-(:c2+1)+1O-x+(—1)-1,
+
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und wir erhalten die Basis
La?+ax, 2%+ 1.

Schliefflich kann man 1 durch x + 1 ersetzen, denn

v+1=2-1+1 (22 +2)+(-1)- (a* +1).
Aus dem Austauschsatz folgt auch:

Corollar 5.4.12 Sei U c V' ein Untervektorraum. Dann gilt
dimU <dim V.

Falls dimU =dim V', so ist U = V.

Beweis. Fiir dimV = oo ist die erste Behauptung trivial. Ist
vy, ..., Uy eine Basis von V und wq, ..., w, eine Basis von U, so gilt
s <n mit Satz 5.4.9.

Fiir s = n lassen sich vy, ..., v, mit Satz 5.4.9 vollstandig gegen
wy, ..., w, austauschen. Somit bilden wy, ..., w, eine Basis. m

Bemerkung 5.4.13 Sei V' ein Vektorraum der Dimension n <
oo und vy, ...,v, € V. Dann sind dquivalent:

1) vy,...,v, bilden eine Basis,
2) v1,...,v, sind linear unabhdngig,

3) vi,...,v, sind ein Erzeugendensystem von V.

Beweis. Seien vy, ..., v, linear unabhéngig. Dann bilden v1, ..., v,
eine Basis von U = (vy, ..., v,,) und somit ist

dimU =n=dimV

also mit Corollar 5.4.12 U = V.

Seien vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V. Somit kénnen
wir vy, ...,v, mit Corollar 5.4.2 zu einer Basis verkiirzen. Ware
die Basis echt kiirzer, dann wére dimV < n, ein Widerspruch.
Also sind vy, ..., v, ein unverkiirzbares Erzeugendensystem, d.h.
nach Satz 5.4.1 eine Basis. m
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5.5 Vektorraumhomomorphismen

Um mit Elementen eines K-Vektorraums V' im Computer rech-
nen zu kénnen, muss man eine geeignete Darstellung von Vek-
toren finden. Dazu wéhlt man eine Basis Q = (vy,...,v,) von V.
Nach Satz 5.4.1 hat jedes v € V eine eindeutige Darstellung

V=a101 + ... +a,Uy
mit a; € K. Wir kénnen also v im Computer durch
ai
e K™
%9

reprasentieren. Anders ausgedriickt, die Linearkombinations-
abbildung

leq : K" — V

al
: —> QU1 +.... + QpUy,
an

ist bijektiv. Thre Umkehrabbildung
cog =leg 1V — K"

bezeichnen wir als Koordinatendarstellung beziiglich €2. Vom
praktischen Standpunkt konnen wir uns cog als Parser und lcg
als Ausgaberoutine vorstellen.

Beispiel 5.5.1 Wihlen wir fir den Vektorraum V = K[x]<« der
Polynome vom Grad <2 die Basis Q) = (1,z,22), so erhalten wir
die Bijektion
lcg : K3 —  K[z]e

ao

ai —> Qg+ a1+ a2$2

az
Somit ist z.B. die Koordinatendarstellung des Polynoms 3x% + x

0
cog(3r?+z) =] 1
3
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Soll die Darstellung von Elementen von V' durch Vektoren in
K™ von Nutzen sein, miissen lcg und cog die Vektorraumstruktu-
ren von K" und V respektieren, d.h. es darf keine Rolle spielen,
ob wir Rechnungen in V' oder mit den Koordinatendarstellungen
in K™ durchfiihren. Dies ist tatséchlich der Fall, denn

al bl ay + bl

leq : + : =lcq : = Z (ai + bl) V;
an bn, an + by, i=1
n n aq bl
= Z a;v; + Z bivi=lcq| : |+lcq
i=1 i=1 an by,
und
a1 Aag n
leg | A]l =lcq : = Z (Aa;) v;
an Aan, i=1

n a
=AY av; = Xleg|
i=1

Qn
Das heifst, dass lcg ein Homomorphismus von Vektorrdumen ist:

Definition 5.5.2 Ein K-Vektorraumhomomorphismus ist
eine K-lineare Abbildung F':V — W zwischen K -Vektorrdumen,
d.h.

F(v+v9) = F(v1) + F(v)

fiir alle v; € V und
F(\) = \F (v)

fir alleveV und \e K.
Die Begriffe Mono-, Epi- und Isomorphismus werden analog
wie bei Gruppen und Ringen verwendet.

Beispiel 5.5.3 1) Analog kénnen wir die Linearkombinati-
onsabbildung lcq auch fir eine beliebige Liste 2 = (vy, ..., v,)
von Vektoren in V' definieren, nach unserem obigen Beweis
ist sie tmmer noch ein Homomorphimus, aber i.A. weder
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injektiv noch surjektiv. Es gilt offenbar:

lcg Epimorphismus < 2 Erzeugendensystem von V
lco Monomorphismus < 2 linear unabhdngig

lcg Isomorphismus < ) Basis von V'

Man zeigt wie iblich, dass mit lcg auch coq = 1c§21 ein Iso-
morphismus ist.

2) Insbesondere ist z.B.

lc(l,m,u.,a:d) : Kd+1 - K[ﬂf]sd

agp
: —  ag+a T+ ... +agx?

aq
ein K-Vektorraumisomorphismus.

Die Klassifikation von endlichdimensionalen Vektorrdumen
bis auf Isomorphie ist sehr einfach, die Dimension ist dafiir schon
ausreichend:

Satz 5.5.4 (Klassifikationssatz fiir Vektorrdume) SeiV ein
K-Vektorraum der Dimension n < oco. Dann ist V isomorph zu
K™. Schreibe

VK"

Beweis. Nach Definition und Satz 5.4.5 hat V' eine Basis () =
(v1,...,v,), und nach Beispiel 5.5.3.(1) ist

lecq: K" >V
ein Isomorphismus. m

Definition und Satz 5.5.5 FEine n x m-Matrix A tber K ist
eine Tabelle

a1 -t Aim
A= : : = (ai,j)?:l,...,n

=L,....m
an’l an,m J IR

Die Menge der n x m-Matrizen bezeichnen wir mit K™,
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Durch die Matrixmultiplikation
ailp - Aim r1 (Z}nﬂ al,jl‘j)
an1 = Anm Lm (Z;nzl C.Lndwj)
st ein Vektorraumhomomorphismus
K" K" x~A-x

gegeben, den wir wieder mit A bezeichnen. Das Bild von x ist
also einfach die x;-Linearkombination der Spalten A; € K™ von

A= (A ] .. | A, dh.

X1 m
i=1

Tm

Beweis. Die Abbildung A =1ca,, . a,,), sie ist also eine Linear-
kombinationsabbildung und somit wie oben bemerkt ein Homo-
morphismus. m

Beispiel 5.5.6 Es gilt
1

L2 3\ |5 | 11+22+3:3 ) _( 14

4 5 6 5 "\ 4-1+5-2+6-3 )\ 32

mit der Multiplikationsformel. Alternativ mit der Interpretation
als Linearkombinationsabbildung erhalten wir dasselbe Ergebnis:

s )z el (0o (0) ()

Beispiel 5.5.7 Die Ableitung

& Rlz] — Rz]

15t ein R-Vektorraumhomomorphismus, da

% (Z;‘ioaz‘xi) = Y jia!



5. VEKTORRAUME 176

also das Bild linear von den Koeffizienten a; von p abhdingt. Sie
1st kein Monomorphimus, denn z.B.

d d

—0=—1

dx dx ™’
aber ein Epimorphismus, denn

(Z'— ._ll,ﬁ-l) — Zizoaixl}

de \ =% +1
d.h. jedes Polynom besitzt eine Stammfunktion.
Lemma 5.5.8 Sei F' : V - W ein Vektorraumhomomorphis-
mus. Dann sind Ker(F') ¢ V und Bild(F) ¢ W Untervektorriu-

me. Die Dimension des Bildes bezeichnen wir auch als Rang
von F

rk(F) := dim Bild(F).
Beweis. Fiir den Kern: Ist F'(v;) =0 und F'(ve) =0, dann auch
F(vy+v9)=F(v1) + F(v2) =0

und
F(/\'Ul):A'F(Ul):O

fiir alle A e K.
Die Aussage fiir das Bild zeigt man analog. m

Bemerkung 5.5.9 Da ein Vektorraumhomomorphismus F': V —
W insbesondere ein Gruppenhomomorphismus (V,+) - (W, +)
1st, gilt nach Lemma 3.2.13, dass

F Monomorphismus <= Ker(F') = {0},
wobei Ker(F) ={veV | F(v)=0}.
In Verallgemeinerung von 5.5.3.(1) haben wir:

Bemerkung 5.5.10 Sei F': V - W ein Homomorphismus, 2 =
(v1,...,v,) eine Basis von V und A = (F(vy), ..., F(v,)) das Bild
von ) unter F'. Dann gilt

F' Epimorphismus < A Erzeugendensystem von W
F Monomorphismus < A linear unabhdngig
I Isomorphismus < A Basis von W



5. VEKTORRAUME 177

Beweis. Jeder Vektor in V' ist von der Form Y7, A\;v; mit \; € K.
Es gilt also
Bild(F) = {F (S \vi) | A € K
= {Z?:l)‘zF(vz) | )\z € K} .
Somit ist Bild(F) = W genau dann, wenn die F'(v;) ein Erzeu-

gendensystem bilden.
Weiter ist

Ker(F) = {XiLiAvi | F (L Awi) =0, A e K}
= {Z i | 2 iF (v) =0, Ay e K}
Somit ist Ker(F') = {0} genau dann, wenn die F'(v;) linear un-
abhingig sind. m
Insbesondere sehen wir da ein Erzeugendensystem minde-

stens so viele Elemente hat wie eine Basis und eine linear un-
abhéngige Familie hochstens so viele Vektoren:

F' Epimorphismus = dimV >dimW
F Monomorphismus = dimV <dimW
F' Isomorphismus = dimV =dimW

5.6 Inhomogene lineare Gleichungssy-
steme

In vielen praktischen Anwendungen moéchte man (in Verallge-
meinerung von homogenen linearen Gleichungssystemen) inho-
mogene lineare Gleichungssysteme der Form

a11T1 + ... T Ay mTm = b1 (51)
Ap1T1 + oo+ Ay Ty, = by,
16sen.

Beispiel 5.6.1 (Lagrange-Interpolation) Will man alle

f = ZL‘ltS + IQtQ + l’gt + Xy € R[t]gg
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finden mit
f(_l)zl; f(O)ZO, f(2):17

SO Muss man

-1 + X9 - I3 + x4 = 1
Ty = 0
81’1 + 4.23'2 + 21‘3 + X4 = 1

losen.

Mit der Matrix A = (a;;) € K™™ und dem Vektor b = (;) €
K™ kénnen wir das inhomogene lineare Gleichungssystem (5.1)
mit Hilfe der Matrixmultiplikation auch tibersichtlich schreiben
als

A-x=b
wobel z = (z;) € K™.

Beispiel 5.6.2 Das Gleichungssystem aus Beispiel 5.6.1 schreibt

sich so als
11 -1 1 il 1
0o 0 0 1] ; =1o
8 4 2 1 3 1
T4

A b

Notation 5.6.3 Wir bezeichnen die Losungsmenge von A-x =b
mit

L(Ab)={xe K™|A-x=0b}.

Bemerkung 5.6.4 Mit dem durch die Matrix A € K™™ defi-
nierten Vektorraumhomomorphismus

A: K™ - K"
15t
L(Ab)={xe K™|A-z=b}= A‘l({b})

die Menge der Urbilder von b. Im Fall eines homogenen linearen
Gleichungssystems ist b =0 und

L(A,0)={xe K™ |A-2=0} =ker(A)

1st der Kern von A.
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Welche Form haben Lésungsmengen von inhomogenen linea-
ren Gleichungssystemen?
Beispiel 5.6.5 Sei
A=(1 2)eR" undb=1.
Auflosen der entsprechenden inhomogene linearen Gleichung
Ty +2x9=1

nach x1 =1-2xs, gibt die Losungsmenge

L:{( . )H;Q( ! )|xgeR}cR2

in Abbildung 5.0. Mit

2 1 0] 1 2

-1

—2-

Abbildung 5.6: Affine Gerade

c:((l))undU=<( N )>CR2

ldsst sich L schreiben als die Nebenklasse

et ()(7)
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von ¢ modulo dem Untervektorraum U c R?. Das heifst wir ver-
schieben die Gerade U durch 0 so parallel, dass sie durch ¢ geht.
FEine solche Menge bezeichnet man auch als eine affine Gerade.

Allgemein definiert man:

Definition 5.6.6 Fin affiner Unterraum von V ist eine Ne-
benklasse
v=v+U

eines Untervektorraums U c V. Dabei bezeichnen wir den Reprd-
sentanten v € V' als den Aufpunkt. Jedes Element von U ist ein
valider Aufpunkt, denn v ist eine Aquivalenzklasse.

Bemerkung 5.6.7 Fin affiner Unterraum ist ein Untervektor-
raum genau dann, wenn er 0 enthdlt.

Losungsmengen von inhomogenen linearen Gleichungssyste-
men sind affine Unterrdume:

Satz 5.6.8 Sei Ae K™ ynd be K™,

1) Das inhomogene Gleichungssystem A-x = b ist nach x € K™
losbar genau dann, wenn b € Bild(A), d.h. wenn b eine
Linearkombination der Spalten von A ist.

2) Seice K™ eine beliebige Losung von A-x =b. Dann ist die
Losungsmenge der affine Unterraum

L(A,b) =c+Ker(A) c K™.
Beweis. Zu (1): Bild(A) ={A x|z e K™}
Zu (2): Fiir v e Ker(A) ist
A-(c+v)=A-c+0=b

Gilt umgekehrt A-x = b, dann ist A-(z—c) =0, also x—c € Ker(A).
[

Wie bestimmt man nun L(A,b) praktisch? Dazu fithren wir
das Losen des inhomogenen Gleichungssystems

A-xz=b
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fir x1,...,x,, € K auf die Losung des homogenen Gleichungs-
system
A-x-b-x1=0

fir x1,...,Zm, tms1 € K zurlick. Dieses sogenannte homogeni-
sierte System bringen wir zundchst mit dem Gaufalgorithmus
aus Abschnitt 5.2 auf reduzierte Zeilenstufenform und bestim-
men dann mit Bemerkung 5.3.16 eine Basis des Losungsvektor-

raums
C1 Cr
dl yeee s d'r

mit ¢; € K™ und d; € K. Das heifst wir bestimmen eine Basis des
Kerns von

Al = (A | —b) c Knx(m+1)‘
Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

e Ist z,,.1 eine Leitvariable, dann enthélt die reduzierte Zei-
lenstufenform die Gleichung x,,,1; = 0 und somit liefert Be-
merkung 5.3.16 eine Basis mit d; = 0 fiir alle 4, also ist die

Basis von der Form
C1 Cp
o bl o)

o Ist z,,,1 eine freie Variable, dann gibt es genau ein d; = 1
und allen anderen d; = 0, also ist die Basis von der Form

() (0 1) (5)

In beiden Féllen konnen wir von dieser Basis kénnen dann
direkt die Losungsmenge ablesen (siehe Algorithmus 5.3). Zur
Korrektheit des Algorithmus:

e Ist z,,,; eine Leitvariable, so muss einerseits b # 0 sein
(sonst kdme x,,,; in dem homogenisierten System nicht
vor), und andererseits hat jede Losung von A-x—b- 2,41 =
0 die Koordinate z,,,;1 = 0, d.h. A-z = 0 und somit ist
A-x =0b+0 nicht Iosbar.
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Algorithmus 5.3 Lise inhomogenes lineares Gleichungssystem
Input: Ae K™™m be K»
Output: L(A,b)

1: Bestimme mit Bemerkung 5.3.16 eine Basis von ker(A | —b)

() (i)

wobei ¢; € K™ und d; € K.
2: if exist j with d; =1 then

3. return L(A,b)=c;+(ci|i*j)
. else
return L(A)b) =2

Tt

o Ist z,,,1 eine freie Variable in
A x-b 231 =0
dann ist

0=A’-( 7 )=A-cj—b

und
C;

O:A"( 0 ):A'CZ’
fiir alle ¢ # j. Korrektheit folgt dann mit Satz 5.6.8.

Man beachte: Ist b = 0, so ist x,,,1 eine freie Variable und
die Basis enthélt den Einheitsvektor e,,,;. Somit erhalten wir
L(A,0)=0+ker A =ker A.

Beispiel 5.6.9 Fir die Gleichung
Ty +2x9=1
aus Beispiel 5.6.5 erhalten wir die homogenisierte Gleichung
T1+ 2x9 — 23 =0.

Diese st als einzelne Gleichung schon in reduzierter Zeilenstu-
fenform, hat Leitvariable x1, und eine Basis des Losungsraums
15t
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(1))

Beispiel 5.6.10 Im Fuall von Beispiel 5.6.1 bestimmen wir im
Algorithmus fiir das homogenisierte System

also

-y + To — r3 + Ty - Ty = 0
T4 = 0
8roy + 4dxeg + 223 + x4 - x5 = 0

die reduzierte Zeilenstufenform

X1 + %ilj’g + %1'5 = 0
1 3 —

o — §I3 - ZSL’5 0

T4 = 0

und erhalten damit die Basis des Losungsraums

=

S O =i,
O W

Das inhomogene System hat also die affine Gerade

3 I
- 4 2
L(A,b) 8 +< ; )
0 0
als Losungsmenge. Zur Probe:
_1 _1
-1 1 -1 1 A 2 1
1 g 2 -
o e
0 0

fiir alle A e R.
Die gesuchten Polynome im Interpolationsproblem aus Bei-
spiel 5.6.1 sind also

{(_1_1)\)753+(§1+%)\)t2+)\t|)\ER}
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In MAPLE kénnen wir das inhomogene Gleichungssystem mit
folgendem Code lésen:

with(Lineardlgebra):
4 :=<<-1,0,8<1,0,4>|<-1,0,2>|<1,1,1>>:
b :=<1,0,1>:
LinearSolve(4,b);
s
12
—g+2t2

0

Uberpriifen Sie, dass firts € R dies genau die oben bestimmte
Losungsmenge L(A,b) beschreibt.

Fiir weitere Beispiele siehe die Ubungen 5.17, 5.18 und 5.11.

5.7 Darstellende Matrix eines Homomor-
phismus

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass sich durch Ma-
trixmultiplikation gegebene Homomorphismen A : K™ — K™ im
Computer algorithmisch handhaben lassen. Beispielsweise kon-
nen wir mit Hilfe des Gaufsalgorithmus den Kern als die Losungs-
menge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 und
allgemeiner das Urbild eines Vektors b € K™ als die Losungsmen-
ge des inhomogenen Systems Ax = b bestimmen.

Im Folgenden werden wir dieses Verfahren auf beliebige Vek-
torraumhomomorphismen (zwischen endlichdimensionalen Vek-
torrdumen) verallgemeinern.

Definition 5.7.1 Sei F' : V — W ein K-Vektorraumhomo-
morphismus. Fir Basen Q = (v1,...,0p) von V und A = (w1, ..., w,)
von W definiere den K -Vektorraumhomomorphismus

MY(F): K™ — K"

durch
MS(F) = copoF olcq.
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Wir haben also ein Diagramm

v 5w
1CQ T T 1CA
Km» — K"
ME(F)

Wegen
F =1lca oME(F) o coq

kénnen wir F' also im Computer wie folgt implementieren: Erst
wenden wir den Parser cog an, dann den Homomorphismus M (F)
und schlieflich die Ausgaberoutine lca. Entscheidend fiir dieses
Verfahrens ist, dass sich MY (F') durch Matrixmultiplikation dar-
stellen lasst:

Satz 5.7.2 Sei ' : K™ - K" ein Homomorphismus und A =
(CLZ‘J‘) e K™ myt

F(ej) = Zamei
i=1
d.h. in den Spalten von
A=(F(e1)|...| F(en))

stehen die Bilder der Einheitsbasisvektoren. Dann gilt

F(c)=A-c.
Beweis. Fir
Cc1
c= : e K™
Cm
ist
F(c)=F (chej) = chF(ej) = chZai,jei
j=1 j=1 j=1 =1
n( m (T avge))
:Z(Zai,jcj)ei: :A'C.
i=1 \J=1 (Zjﬂzl an,jcj)
[]

Jeder Homomorphismus F': K™ — K™ ist also gegeben durch
Multiplikation mit einer n x m-Matrix A.
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Definition 5.7.3 Fiir einen K -Vektorraumhomomorphismus F :
V — W und Basen = (vq,...,0,) von V und A = (w1, ..., w,)
von W bezeichnen wir M (F) € K™™ auch als die darstel-

lende Matrixz von F beziiglich der Basen 2 von V und A von
wW.

Die darstellende Matrix lasst sich mit der folgenden Bemer-
kung leicht bestimmen:

Bemerkung 5.7.4 In der i-ten Spalte von MI(F') stehten die
Koeffizienten der Darstellung von F(v;) beziiglich der Basis A.

Beweis. Die i-te Spalte von M (F) ist
MX(F)(e;) = (coa oF oleq)(ei) = (coa oF ) (vi) = coa(F(v7)),
also
ME(F) = (coa(F(v1)) | ... | coa(F(vp))) e K™™
u
Beispiel 5.7.5 Betrachte die Ableitung
% : Rzl — Rlz]e
und die Basen Q = (1,z,22,23) und A = (1,z,22). Dann ist

d s s—1
dx(x)—sx
also
d 01 00
MY¥(—)=10 0 2 0 |.
du (0 0 0 3)

Damit berechnen wir z.B.

a4 (2° - 5a? + 7w - 11) =lca (Mg(i) -cog (2% - 5a® + Tz - 11))

dx dx
0100 _;1
=leafl 00 20
0O 0 0 3
1
=lca )3&: - 10z +7

Siehe auch die Ubungsaufgaben 5.13 und 5
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Die Implementierung eines K-Vektorraumhomomorphismus
F:V - W im Computer kbnnen wir also so zusammenfassen:
Nachdem coa den Input in V' in einen Vektor im K™ umgewan-
delt hat, wird die eigentliche Berechnung als Multiplikation mit
der darstellenden Matrix M (F') implementiert, und der Output
durch leg als Vektor in W interpretiert. Dabei kann MY (F') vor-
ausberechnet werden und steht dann fiir jeden beliebigen Input
zur Verfligung.

Auch die Komposition von Vektorraumhomomorphismen lasst
sich aus den darstellenden Matrizen bestimmen. Die Idee ist es,
die Matrixmultiplikation aus Definition 5.5.5 spaltenweise zu ver-
wenden:

Definition 5.7.6 Fir A = (a;;) € K™™ und B = (b;;) € K™
definiere das Matrizenprodukt durch

Das heifst, sind
B=(bi|.|b)

die Spalten von B, so ist
A-B=(A-by|...|A-D,).
Siehe auch die Ubungsaufgaben 5.9 und 5.15.

Satz 5.7.7 Betrachte folgende K -Vektorraumhomomorphismen

v L wo Sou
leg 1 lea t T lep
K — K™ — K"
ME(F) ME(G)

Dann lisst sich die darstellende Matriz der Komposition von G
mit F' mit dem Matrizenprodukt berechnen als

MG o F)=MG)  MY(F).

Beweis. Folgt als leichte Ubung aus der Definition der darstel-
lenden Matrix. m
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Beispiel 5.7.8 Fiir

G:

% :
4 R[t]er - Rlz]
dl’ . <2 <1

und Q= (1,z,22,23), A= (1,z,22), T = (1,2) erhalten wir

0100
010 0020
Mg(GoF):( ) 00 20 :( )
00 2 00 0 3 0006

N

das heif$t fir die zweite Ableitung (%) =GoF gilt

(%)21=0 (%)szo (i)2x2=2 (i)2x3=6x.

dzx dzx

Abschliefsend bemerken wir noch, dass sowohl die Menge der
Homomorphismen zwischen zwei gegebenen Vektorrdumen als
auch die Menge der Matrizen entsprechender Dimension isomor-
phe Vektorrdume sind.

Bemerkung 5.7.9 Die Menge der nxm-Matrizen K™™ ist ein
K-Vektorraum durch

(i) + (bi;) = (aiz +bi;)
A+ (ai;) = (Aaiz)
ebenso die Menge
Homg(V,W) ={F:V - W | F Vektorraumhomomorphismus}

der K-Vektorraumhomomorphismen V- — W durch

(f +9)(w) = f(v) +g(v)
(A f)(w) =A- f(v)
fir f,g e Homg(V,W), veV und X\ e K.
Bemerkung 5.7.10 Mit Satz 5.7.2 folgt dann (leichte Ubung)
Homg (K™, K") 2 K™™, F ~ (a;;),
wobet

F(ej) = Y ai e
=1

firg=1,...,m.
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Bemerkung 5.7.11 Mit dieser Identifikation und Definition 5.7.1
erhalten wir, dass fir Basen Q = (vi,...,v,) von V und A =
(wi, ..., wy,) von W

Knxm
MZ(F)

M : Hompg(V,W)
F

7 1R

ein Isomorphismus ist. Die Umkehrabbildung

LY : Kmm = Homg(V,W)
A = LR (A)

ordnet einer Matriz A = (a;;) € K™™ die lineare Abbildung

LY(A): V. - W
v+~ lea (A-cog(v))

zu (siehe Beispiel 5.7.5). Fiir die Details siehe Ubungsaufgabe
5.14.

5.8 Gauls mit Zeilen- und Spaltentrans-
formationen

Wie im letzten Abschnitt diskutiert, konnen wir annehmen, dass
ein Vektorraumhomomorphismus zwischen endlichdimensiona-
len K-Vektorrdumen durch eine Matrix A € K™™ dargestellt
ist. Wie in Abschnitt 5.6 beschrieben, kénnen wir dann z.B. den
Kern bestimmen als die Losungsmenge des homogenen linearen
Gleichungssystems A -z = 0 mit x € K™. Mittels der Korrespon-
denz

a1,1T1 + oo+ ATy = 0 a1l vt Glm T
: — : : 1 ¢ |=0

Ap L1+ oo+ Ay Ty =0 an1 ** Gnm Tm
zwischen den Koeffizienten der Gleichungen und der Eintrage der

Matrix A entsprechen die einzelnen Operationen im Gaufalgo-
rithmus den folgenden Operationen mit den Zeilen von A:

Definition 5.8.1 Die elementaren Zeilenoperationen auf A
sind:
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1) Multiplikation der i-ten Gleichung mit 0 # X € K entspricht
Multiplikation der i-ten Zeile von A mit \.

2) Addition des A-fachen der i-ten Gleichung zur j-ten Glei-
chung entspricht Addition des \-fachen der i-ten Zeile zur
J-ten Zeile.

3) Vertauschen der i-ten und j-ten Gleichung entspricht Ver-
tauschen der i-ten und j-ten Zeile.

Man beachte, dass in unserer Formulierung des Gauf-Algorithmus

Satz 5.8.2 Sei A = (a;;) € K™™. Die elementaren Zeilenopera-
tionen auf der Matrix A sind dargestellt durch

AT A
fur die folgenden Isomorphismen T : K™ - K":
1) Multiplikation der i-ten Zeile mit 0 # A € K entspricht

1 0

T=1 A e KM

2) Addition des \-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile ent-
spricht

T = p e <
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3) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile entspricht

1

T = ¢ K™

Beweis. Folgt sofort aus der Definition des Matrixprodukts. Zu
jedem T die Umkehrabbildung anzugeben ist eine leichte Ubung.
|

Fiir jedes dieser T' haben nach Bemerkung 52.1 A-z =0

und (7' A) -z = 0 dieselbe Losungsmenge Ker(A) = Ker(7' - A).

Allgemein gilt:

Lemma 5.8.3 Ist T: K™ - K™ ein Isomorphismus, dann gilt
Ker(T-A) =Ker(A).

Beweis. Wir haben ein Diagramm

Km 5 Kn
AN T
Kn

Firy=A-z gilt T-y =0 genau dann, wenn y =0. m

Der Gaufalgorithmus bestimmt ein solches 7" als Produkt von
elementaren Zeilenoperationen, sodass Ker(7'- A) sofort ablesbar
ist. Satz 5.2.4 konnen wir also auch wie folgt formulieren:

Satz 5.8.4 (Matrix-Gauftalgorithmus) Sei A € K™™. Es gibt
einen Isomorphismus T : K™ — K™, sodass T - A Zeilenstufen-
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form hat, d.h.
J1 J2 Jr
1 *
1
T.A= .

Es gilt dann
dim Bild(A) =r dimKer(A)=m-r
insbesondere ist
dim Bild(A) + dim Ker(A) = m.

Die Variablen x;,, ..., x;. sind die Leitterme im Gleichungssystem

(T-A)-z=0.

[d

Beweis. Mit dem Gaufalgorithmus 5.1 und Satz 5.8.2 gibt es
Ti,...,Ts sodass
(Ts-...- T1-A)-x=0

Zeilenstufenform hat. Als Produkt von Isomorphismen ist

T'=Ts-...-Th

ein Isomorphismus.
Zu den Dimensionsaussagen: Mit Bemerkung 5.3.16 ist

dimKer(A) =m —r.
Da T ein Isomorphismus ist, gilt
dim(Bild(A)) = dim(Bild(T - A)).

Weiter ist Bild(7' - A) c (eq, ..., ;) und somit dim(Bild(T - A)) <
r. Andererseits sind die Spalten ji, ..., j, wegen der Stufenform
linear unabhiingig (leichte Ubung mit Algorithmus 5.3.14), und
somit dim(Bild(T'- A)) >r. =
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Bemerkung 5.8.5 Durch Zeilenoperationen entsprechend Be-
merkung 5.2.8 konnen wir auflerdem noch die Fintrige oberhalb
der Stufen a; j, =1 zu Null machen. Dann spricht man von der
reduzierten Zeilenstufenform von A. Diese ist eindeutig be-
stimmt (ohne Beweis).

Beispiel 5.8.6 Flir

11001
A=l 11 2 2 1 |eQ®
11111

erhalten wir durch Abziehen der ersten Zeile von der 2-ten und
3-ten, Multiplikation der 2-ten Zeile mit %, und Abziehen der 2-
ten von der 3-ten Zeile:

1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
A~ 0 0 2 2 0 |~»] 0 0 1 1 O
0 0 1.1 0 0 01 1 0
1 1 0 0 1
=~ 0 0 1 1 0
0 0 0 0 O

In MAPLE konnen wir die reduzierte Zeilenstufenform be-
rechnen mit:
with(LinearAlgebra) :
4 :=<<1,1,1><1,1,1>[<0,2,1><0,2, 1>|<1,1, 1>>;
GaussianElimination(4);

110 01
00 2 20
00 00O

Satz 5.8.7 Fiihren wir die Zeilentransformationen zur Bestim-
mung der reduzierten Zeilenstufenform parallel auch mit der nxn
FEinheitsmatrix

1 0

E=
0 1

durch, so erhalten wir ein T" wie in Satz 5.8.4.
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Beweis. Seien 11, ..., T, € K™ die den elementaren Zeilentrans-
formationen entsprechenden Matrizen, sodass

T,-...-T1- A
N ——
T:=

Zeilenstufenform hat. Anwenden der Transformationen auf die
Einheitsmatrix gibt

To-. Ty - BE=T,-...- T =T.
|

Beispiel 5.8.8 Mit den Zeilentransformationen aus Beispiel 5.8.6
ergibt sich

100 1 00 1 00 1 0 0
010»—110»-%%0»-%%0=T
001 -1 0 1 -1 0 1 -3 -3 1
und
1 0 0 11001 110 01
T-A:—%%o 1122 1|=l0o0110
-3 -3 1 11111 000 0 0 0

hat Zeilenstufenform.

Beispiel 5.8.9 Wir bestimmen fiir das Beispiel noch eine Basis
von Ker A = Ker(T - A): Die Losungsmenge des linearen Glei-
chungssystems (T - A)-x =0, d.h.

r1 + X9 + X5 = 0
Ty + X4 = 0
151

—T2 — Iy -1 0 -1
i) 1 0 0
Ker A = Ty o, Ty, T5€Q} = o L] -1 |, O
Xy 0 1 0
0 1

X5
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In MAPLE kdonnen wir Ker(A) mit folgendem Code bestim-
men;:

with(Lineardlgebra):
4 :=<<1,1,1><1,1,1>[<0,2,1>|<0,2, 1>|<1,1, 1>>;
NullSpace(4);

-1 0 -1

1 0 0

o || -1 0

0 1 0

0 0 1

Bilder von Matrizen spielen ebenfalls eine wichtige Rolle,
denn jeder Untervektorraum von K™ ist das Bild einer Matrix:

Lemma 5.8.10 Ist
A=(ay|...| ap) e K™

mit den Spalten aq, ..., a,,, so gilt

Bild(A) = (a1, ..., an) -
Beweis. Wegen

Z1

Al =X QA+ Ty Ay
T,

besteht das Bild von A genau aus allen Linearkombinationen der
Spalten von A. m

Wir kennen also ein Erzeugendensystem des Bildes. Im Fol-
genden beschreiben wir, wie man eine Basis bestimmt.

Bemerkung 5.8.11 Fiihren wir (analog zu Definition 5.8.2) mit
A elementare Spaltentransformationen durch, kénnen wir
entsprechend eine Spaltenstufenform erreichen.

Algorithmus 5.4 berechnet dann eine Basis des Bilds. Wir
zeigen die Korrektheit von Algorithmus 5.4:
Beweis. Fiir jeden Isomorphismus S : K™ — K™ gilt

Bild(A) = Bild(A- 9),
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Algorithmus 5.4 Bild
Input: Ae Kmm
Output: Basis von Bild(A)
1: Berechne mit Bemerkung 5.8.11 eine Spaltenstufenform A’
von A.
2: return Spalten # 0 von A’.

denn Bild(S) = K™. In unserem Fall ist S eine Komposition von
Spaltentransformationen, sodass A-S Spaltenstufenform hat. Die
Spalten ungleich 0 in A - S sind per Konstruktion linear unab-
héngig und somit eine Basis des Bildes. m

Bemerkung 5.8.12 Durch weitere Spaltenoperationen konnen
wir eine reduzierte Spaltenstufenform erreichen. Man kann
zeigen, dass diese eindeutig durch A bestimmt ist. Damit kénnen
wir z.B. Gleichheit von Untervektorraumen entscheiden, denn
Bild(A) = Bild(B) genau dann, wenn die reduzierten Spalten-
stufenformen von A und B iibereinstimmen.

Beispiel 5.8.13 Fiir A wie in Beispiel 5.8.6 erhalten wir durch
Multiplikation der 3-ten und 4-ten Spalte mit %, Abziehen der
ersten Spalte von der 2-ten und 5-ten, Abziehen der 3-tem von
der 4-ten, Vertauschen der 2-ten und 3-ten Spalte und Abziehen
der 2-ten von der 1-ten

1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
A=11 1 2 2 1 |~»] 1 1 1 1 1
11
11111 11 L1
1 0 0 0 O 1 0 0 0O
-~ 1 01 0 Ol~] 0 1 0 OO
10300 2000
und somit eine Basis des Bilds
1 0
Bild(A)=<0,1>
1 1
2 2

In MAPLE kénnen wir Bild(A) wie folgt berechnen:
with(LinearAlgebra) :
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4 1= <<1,1,1><1,1,1>[<0,2,1>|<0,2, 1>|<1,1,1>>;
ColumnSpace (4);

1)

5.9 Isomorphismen

—

Die Matrix T, die im Gaufs-Algorithmus 5.8.4 die elementaren
Zeilentransformationen zusammenfasst, ist ein Beispiel eines Vek-
torraumisomorphismus. Sie identifiziert die Standardbasis von
K™ mit einer anderen Basis von K™ (die in den Spalten von T'
steht). Allgemein gilt (Bemerkung 5.5.10): Ist F': V — W ein
Homomorphismus und € = (vy, ..., v,,) eine Basis von V| dann ist

F Isomorphismus < (F'(v1), ..., F'(v,)) Basis von W,

insbesondere also
dimV =dim W

und damit die darstellende Matrix M(F) fiir jede Wahl von
Basen 2 von V und A von W quadratisch.

Definition 5.9.1 Fine Matrix A € K™ heifit invertierbar,
wenn der Homomorphismus K™ - K™, x — A-x ein Isomorphis-
mus ist.

Die Umkehrabbildung von A ist wieder ein Isomorphismus
und somit durch eine eindeutig bestimmte invertierbare Matrix
Al e K™ gegeben. Die identische Abbildung id : K™ — K™ ist
gegeben durch die n x n-Einheitsmatrix

1 0

E=| ~ |er™m
0 1

Somit gilt (mit Satz 1.4.18 iiber die Umkehrabbildung und Satz
5.7.7 iiber die Komposition von Homomorphismen) als Produkt
von Matrizen

A-A=FE.
A1 A=FE.
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Weiter ist die Komposition von zwei Isomorphismen wieder ein
[somorphismus. Damit folgt:

Satz 5.9.2 Die Menge der invertierbaren Matrizen
GL(n,K) = {A e K™™ | A invertierbar}

bildet beziiglich der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe,
die allgemeine lineare Gruppe (general linear group). Das
neutrale Element ist die Finheitsmatriz

Bemerkung 5.9.3 Man beachte, dass GL(n, K) firn > 2 nicht
kommutativ ist, z.B.

11 01_02;&00_01 11
0 0 01) \0oO0 00) \01 0 0
Mit Bemerkung 3.2.3.(3) erhalten wir die Inverse des Produkts

von A, B € GL(n, K) als

(A-B)'=B"'-A".

Algorithmus 5.5 berechnet mit dem Gaufalgorithmus die In-
verse von A € GL(n, K): Wegen Satz 5.8.4 und dimker(A4) =0
hat die reduzierte Zeilenstufenform von A genau n Eintrige 1
auf der Diagonalen, ist also die Einheitsmatrix F.

Algorithmus 5.5 Inverse
Input: AeGL(n,K)
Output: A1
1: Bestimme mit Satz 5.8.4 und Satz 5.8.7 ein T" ¢ K™ mit
T - A in reduzierter Zeilenstufenform, also T- A = F.
2: return 7.

Insbesondere zeigt dies: Jede invertierbare Matrix ist das Pro-
dukt von elementaren Zeilentransformationen (d.h. von Matrizen
T wie in Definition 5.8.2). Oder anders ausgedriickt: Die Gruppe
GL(n, K') wird von der Menge aller dieser Matrizen erzeugt.
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Beispiel 5.9.4 Wir bestimmen die Inverse von

1 0 0
A=l -+ L o0
_i _21 1
2 T2
indem wir die Zeilentransformationen parallel auf E ausfihren:
1 0 0 1 00
A= —% 10 E = 010
1
I 00 1
1 0 0 1 00
1 1
0 A f o
T2 2
1 0 0 1 00
1 1
010 1o
0 0 1 11
100 1.0 0)
E= 010 Al = 1 20
00 1 11 1)

Dann gilt tatsdachlich

1 0 0 100 100 1 0 0

—%50-120=E:120 —%%0
1 1

-2 -1 111 111 -2 -1

Siehe auch die Aufgaben 5.21 und 5.22.

Fiir inhomogene lineare Gleichungssysteme A-x =b mit A €
K™ invertierbar kann man mit der Inversen eine Losungsformel
angeben:

Bemerkung 5.9.5 Sei A e GL(n,K) und be K. Dann gilt hat
A-x = b eine eindeutige Losung, und diese konnen wir berechnen
als

r=A"1b.
Beweis. Es gilt
r=E-x=A"1 A.-z=A"b
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Beispiel 5.9.6 Um (wie in Beispiel 4.13.5) alle Polynome
f=a1t? + 29t + 13 € R[t]n
zu finden mat
f(=1)=1, f(0)=0, f(2) =1
bestimmen wir die Lésungsmenge L(A,b) von

xl—x2+x3:1
5(73=0

4.’171-1—21'24-1'3:1

d.h. von
1 -1 1 T 1
0 0 1 |1 x21]=1]1020
4 2 1 T3 1
—_— —_——
A b
Die eindeutige Losung ist
., %2 _1% % ! %1
2=l 3 2 % O f=1 -2
3 0O 1 0 1 0
A-1
entsprechend dem Polynom
1 1
= —t* - —t.
/ 2 2

Man beachte, dass dieses Polynom in dem Losungsraum von Bei-
spiel 5.6.10 enthalten ist (fir A = —3).

Invertierbare Matrizen verwenden wir z.B., um aus der dar-
stellenden Matrix eines Homomorphismus eine darstellende Ma-
trix beziiglich anderer Basen zu berechnen:
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5.10 Basiswechsel

Wie in Satz 5.7.2 gezeigt, lasst sich jeder Homomorphismus K™ —
K™ durch eine Matrix A € K™™ darstellen. In der i-ten Spalte
von A steht die Darstellung des Bildes des i-ten Einheitsbasis-
vektors e; € K™ beziiglich der Einheitsbasis von K™. In der Pra-
xis kann es aber oft niitzlich sein, A beziiglich anderer Basen
Q= (v1,...,0,) von K™ und A = (wy, ..., w,) und K" darzustel-
len.

Hat z.B. die darstellende Matrix viele Nulleintrage, dann lasst
sich die Matrix effizient im Computer speichern (als sogenannte
sparse matrix, bestehend aus den Positionen und Werten der
Eintrége # 0) und die Matrixmultiplikation schnell berechnen.

Die darstellende Matrix kann man wie folgt bestimmen: Die
Linearkombinationsabbildung

leg: K™ - K™

ist (mit Beispiel 5.5.3.(1)) ein Isomorphismus und wird als Ba-
siswechsel bezeichnet. Da

c1 c1
legl ¢+ |=c-vi+..+cm-vn=(1].|vm)-

Cm Cm
kénnen wir leg (nach Satz 5.7.2) mit der invertierbaren Matrix
leg = (v1 | ... | vm) € GL(m, K)

identifizieren, in deren Spalten die Basisvektoren v; stehen. Ge-
nauso ist als Matrix geschrieben

lea = (wy | ... | wy) € GL(n, K).

Das Diagramm aus Definition 5.7.1 wird dann zu

(V1] Jom) 1 T (wr || w)
K™ — K"
MR (A)

(wobei alle Abbildungen durch Matrixmultiplikation gegeben sind)
und es gilt (mit Satz 5.7.7):
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Satz 5.10.1 (Basiswechsel) Ist A e K™™ und Q = (vq,...,0m)
von K™ und A = (w1, ...,w,) Basen von K", so gilt

ME(A) = (wy | ... |wy) A (v | ... [ ).

Beispiel 5.10.2 Fliir

1 1 0 01
A=11 1 2 2 1
1 1 111
wie 1n Beispiel 5.8.6 und
1 0 -1 0 -1
0 0 1 0 0
Q=({o .l 2|, o |, -t ]] o
0 0 0 1 0
0/)\o 0 1
1 0 0\)
A=l 1.l 2110
1 1/ 1
erhalten wir (mit Beispiel 5.9.4)
i 10 -1 0 -1
1 0 0 1 1 0 0 1 00 1 0 O
M(A)=|1 20 112 21 01 0 -1 0
1 1 1 1 1 1 11 00 0 1 O
00 O 1
1 0 0 1 0 0 0 O
= —% 20 12000
1
| 11000
1 0 0 0O
=1 01 0 0O
00 0 0O

Beziiglich geeignet gewdhlter neuer Basen hat A also eine
wesentlich einfachere Darstellung. Siehe auch die Aufgaben 5.2/
und 5.12.

Solche Basen kann man systematisch mit dem Gaufsalgorith-
mus finden:
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5.11 Klassifikation von Homomorphis-
men

Satz 5.11.1 (Klassifikationssatz) Sei A € K™™. Dann gibt
es S e GL(m,K) und T € GL(n,K), sodass T - A-S die Nor-

malform
E. 0
rase( 5 0)

hat, wobei r =rk A und E, die r x r Einheitsmatrixz bezeichnet.

Beweis. Durch elementare Zeilentransformationen bringen wir
A auf reduzierte Zeilenstufenform. Fiihren wir die Transforma-
tionen parallel mit £ € GL(n, K) aus, so erhalten wir 7. Durch
elementare Spaltentransformationen bringen wir dann 7" - A in
die obige Form. Fiihren wir die Transformationen parallel mit
E € GL(m, K) aus, so erhalten wir S. =

In der Notation von Bemerkung 5.10.1 steht in den Spalten
von Tt die Basis A, in den Spalten von S die Basis (2.

Beispiel 5.11.2 In Beispiel 5.8.8 erhalten wir fiir

1 1 0 01
A=11 1 2 2 1
1 1 111
durch Zeilentransformationen
1 0 0
T=| -3 3 0 ]eGL(3,Q)
_i -1
2 T2
sodass
1 1 0 0 1
T-A=|10 0 1 1 0
00 00O

reduzierte Zeilenstufenform hat. Spaltentransformationen geben
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dann
1 0 0 0O
11 1 01 0 00
T -A= 01 1 E = 001 0O
000 0O 000 10
L0 0001
1 -1 0 0 -1
1 0 0 0 0O 1 0 0 O
01 0 0 0O 0 1 -1 0
0 0 0 0 0O 0 0 1 O
0O 0 0 0 1
1 0 -1 0 -1
1 0 0 0 O 00 1 0 O
1 0 0 O S = 01 0 -1 0
0 0 00 00 0 1 O
00 O 1
und es gilt
1 0 0 0O
T -A-S=1 0100 0
00 0 0O

>

wie schon in Beispiel gezeigt. Siehe auch die Aufgaben 5.25 und

5.26.

Wir fassen zusammen:

Elementare Transformationen auf den Bestimmung von
Zeilen «—> Kern
Spalten «—> Bild
Zeilen und Spalten «— Normalform

Elementare Zeilentransformationen andern den Kern der Matrix
nicht, elementare Spaltentransformationen das Bild nicht, beide
andern die Normalform nicht.

Satz 5.11.3 (Dimensionsformel) Fiir jeden Vektorraumhomo-
morphismus F :V — W ist

dim (V') = dim Ker(F") + dim Bild(F").
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Beweis. Fiir dim V' = oo ist die Behauptung klar. Fiir dim V' < oo
kénnen wir mit Satz 5.11.1 durch Wahl geeigneter Basen von V
und W annehmen, dass F' durch eine Matrix in Normalform
gegeben ist. Dann ist Bild(F') = (eq,...,e,) ¢ K™ und Ker(F') =
(€ri1, .oy em) € K™, Somit gilt

dim(V)=m=(m-r)+r =dimKer(F) + dim Bild(F).

5.12 Homomorphiesatz

Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Untervektorraum U c V' ist insbe-
sondere eine Untergruppe von (V,+).

Definition und Satz 5.12.1 Die Quotientengruppe V' JU ist ein
K-Vektorraum mit o

AU = \v
fir e K und v eV, der Quotientenvektorraum.

Satz 5.12.2 (Homomorphiesatz) Sei F': V — W ein Vektor-
raumhomomorphismus. Dann gilt

V/Ker(F) = Bild(F)

Beweis. Fiir die Gruppenstruktur beziiglich + haben wir dies
schon in Satz 3.3.10 gezeigt. Weiter ist

F:V/Ker(F) - Bild(F), 7~ F(v)
ein Vektorraumhomomorphismus, denn
F(\-T)=F(\-v)=F(\-v) =X-F(v) = \- F(7)
fir \e K. m
Corollar 5.12.3 Fiir dimV < oo gilt

dim(V/U) = dim(V) - dim(U).
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Beweis. Fiur F: V - V/U, v~ v gilt Ker(F') = U und Bild(F') =
V/U. Mit dem Homomorphiesatz 5.12.2 und der Dimensions-
formel 5.11.3 folgt die Behauptung. m

Die Elemente 7 € V'/U des Quotientenvektorraums sind affine
Unterraume von V, d.h.

v=v+U.
Betrachten wir inhomogene Gleichungssysteme noch einmal

von einem hoheren Standpunkt:

Bemerkung 5.12.4 Mit Hilfe des Quotientenvektorraums ldsst
sich die Aussage von Satz 5.0.8 elegant formulieren: Nach Satz
5.12.2 ist B
A: Km[Ker(A) - Bild(A)
T > A-x

ein Isomorphismus.
Seibe K. Ist A-x =b losbar, d.h. b € Bild(A), dann hat b
ein eindeutiges Urbild

¢:= AY(b) e K™/ Ker(A).

Dieser affine Unterraum von K™ ist genau die Losungsmenge
von A-x=b, denn A-c=0b und somit

c=c+KerA={c+v|veKer(A)}
=L(Ab)c K™

Die Klasse ¢ (d.h. die affine Ebene) ist eindeutig bestimmt,
nicht aber der Aufpunkt c.

Beispiel 5.12.5 Flir
A:( 1 2 )eIRlX2 und b=1.
st das eindeutige Urbild von b =1 unter

A: Km/Ker(A) - Bild(A)

( 1 ) = X1+ 229

Z2

die Nebenklasse

w0 (1) ({2 )00

d.h. die affine Gerade in Abbildung 5.6.
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5.13 Anwendung: Lineare Codes

5.13.1 Setup

Bei der Ubertragung, Verarbeitung und Speicherung von Da-
ten entstehen durch physikalische Prozesse Fehler. Digitaltechnik
konnen wir auffassen als Algebra tiber Fy = Z/2, Analogtechnik
dagegen als Algebra iiber R. Somit sollten Analogrechner den
digitalen iiberlegen sein, denn diese konnen reelle Zahlen stets
nur mit rationalen Zahlen approximieren. Dass Analogrechner!
heute in der Computertechnik keine wesentliche Rolle mehr spie-
len, liegt u.a. an der Moglichkeit, Fehler in digitalen Daten zu
korrigieren und damit eindeutig bestimmte, reproduzierbare Er-
gebnisse zu erhalten.
Als Beispiel wollen wir hier lineare Codes iiber

K:FQ

behandeln: Um m Bits in n > m Bits zu codieren (mit n —m
Kontrollbits oder Paritétsbits) betrachten wir eine Matrix

G € Knxm

von maximalem Rang rk G = m. Die Matrix heift Generator-
matrix des Codes und definiert einen Monomorphismus

G:K™ - K"
denn mit Satz 5.8.4 ist
dimKer(G) = m - dim Bild(G) = 0.
Somit ist die Abbildung

G: K™ > Bild(G)

! Analogrechner kénnen zum Beispiel sehr gut integrieren. Die einfachste
Implementation ware folgende: Zur Bestimmung des Integrals einer nicht-
negativen Funktion variieren wir mit dem Funktionswert die Durchflussrate
einer Wasserleitung in ein Sammelbecken und bestimmen am Ende des Inte-
grationsintervalls die Fliissigkeitsmenge. Ublicherweise arbeitet man jedoch
mit elektrischen Spannungen.
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bijektiv. Den Code kénnen wir bis auf Wahl einer Basis (Spalten
von () mit dem Untervektorraum

U =Bild(G) c K"
identifizieren.

Definition 5.13.1 FEin linearer Code ist ein Untervektorraum
UcKn.

Um einen Datenvektor v € K™ in ¢ € K™ zu codieren, ver-
wenden wir die Abbildung G:

v>c=G-v

Man beachte, dass in dem Vektor ¢ die Kontrollbits i.A. keine
ausgezeichnete Position haben.

Zum Dekodieren bestimmt der Empfanger fiir ¢ € K™ die
eindeutige Losung v € K™ des linearen Gleichungssystems

G-v=c

Bei der Ubertragung kann allerdings der codierte Vektor ¢ zu
¢’ € K™ verfilscht werden. Um einen eventuellen Fehler

e=c —ce K"

zu erkennen, gehen wir wie folgt vor:

5.13.2 Fehlererkennung
Wir betrachten ¢’ € K™ als korrekt, falls
¢’ € Bild(G)
d.h. falls
G-v=(

l6sbar ist. Effizienter ldsst sich dies durch eine Matrixmultipli-
kation tiberpriifen, indem wir Bild(G) als Losungsmenge eines
homogenen linearen Gleichungssystems darstellen, d.h.

Bild(G) = Ker(H)

schreiben mit einer geeigneten Matrix H. Um diese zu bestim-
men, benotigen wir folgende Definitionen und Resultate (die
tiber jedem Koérper K gelten):
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Definition 5.13.2 Fir A = (a; ;) € K™™ ist die Transponier-
te At = (aj’i) € mxn,

Beispiel 5.13.3 Flr

#-(i3 %)
Bemerkung 5.13.4 Fiir Ae K™™ und B € K™*$ gilt
(A-B)'=B" A
Der Beweis ist eine leichte Ubung. Siehe auch Ubung 5.32.
Satz 5.13.5 Fir Ae K™m™ gilt

tk A =1k A*
Beweis. Mit der Normalform geméfs Satz 5.11.1
ES 0 mxn
T-A-S—( 0 0 )EK
ist
E, 0
t,At, gt s nxm
St-AY-T ( 0 0 ) e K
also
rk A = dim Bild(A) = s = dim Bild(A") = rk A*
]

Satz 5.13.6 Sei Ae K™™ mitrtk A=m <n, also
dimKer(A") =n -m.
Schreiben wir eine Basis von Ker(At) in die Spalten von
W e Km(n=m)

dann gilt
Ker(A") = Bild(WW)

und
Bild(A) = Ker(W?)
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Beweis. Nach Konstruktion von W ist Ker(A?) = Bild(W) klar.
Damit folgt
Wh-A=(A"W) =0

also Bild(A) c Ker(W?). Nach Konstruktion ist
dim Bild(W) = dim Ker(A") = n - m.
Mit Satz 5.11.3 und Satz 5.13.5 gilt also

dim Ker(W") = n - dim Bild(W") = n - dim Bild(W)
=n-(n-m)=m=dimBild(A)

und damit Bild(A) = Ker(W?) nach Corollar 5.4.12. m
Wir wenden dies nun auf die Generatormatrix G eines linea-
ren Codes iiber K =F, an:

Definition 5.13.7 Fiir die Generatormatriz G € K™™ heifst

H e K(n=m)xn myt
Bild(G) = Ker(H)

die Kontrollmatrixz des Codes. Es ist
deBild(G) < H-'=0

Beispiel 5.13.8 Fiir die Generatormatriz

{1}
Ker(Gt)=Ker((1) : 1)‘((%))

H=(1,1,1)

_ = O

18t

also

die Kontrollmatrixz. Wir haben also Abbildungen

K2S 3B i
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mit Ker(H) = Bild(G). Zum Codieren verwenden wir die Abbil-

dung
G: K? - K3

U1

U1
(xd ’()2
V2

V1 + V2

d.h. wir tbertragen zusdtzlich zu den Datenbits vy und vy das
Paritdtsbit
V3 = U1 + Va.

Zur Fehlererkennung verwenden wir dann die Abbildung
G: K3 - K

(&) = C1+Cy+cC3

halten wir fir korrekt, wenn H -c=0, d.h.
Cl+C+cC3= 0

erfillt. Beispielsweise wird

1
vz(l) codiert in c=G-v=|1
1
0
Storen wir ¢ in

0
=11 sogilt H-d'=1+0

0

und wir erkennen den Fehler.

Wie kann man quantifizieren, vieviele Fehler ein Code erken-
nen kann?
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Definition 5.13.9 Der Hammaingabstand von a,be K™ ist
d(a,b) ={i|a; + b}

d.h. die Anzahl der Bits in denen sich a und b unterscheiden.
Der den Minimalabstand von zwei Punkten des Codes U =
Bild(G) c K™ ist

pin(U) :=min{d(a,b) |a,be U, a + b} .

Wird ¢ = G- v zu ¢ in maximal r Bits verfilscht, aber der
Fehler nicht erkannt, d.h. ist ¢’ € U = Bild(G), dann gilt fiir den
Minimalabstand des Codes d,,;,(U) < d(c, ) < r. Umgekehrt,
ist dpnin(U) < 7, so gibt es ein ¢ und ein ¢’ mit r Fehlern, das
nicht als falsch erkannt wird. Somit ist die folgende Bezeichung
sinnvoll:

Definition 5.13.10 Ein Code U = Bild(G) c K™ heifst r-fehlererkennend,
wenn
dmzn(U) >r+1.

Fiir einen linearen Code U gilt
d(a,b) =d(a+w,b+w)

fiir alle a,b,w € U, und somit kénnen wir den Minimalabstand
berechnen als

dmin(U) =min{d(a,0) |0+ acU}.
Beispiel 5.13.11 Der Code aus Beispiel 5.15.8 ist

M)

Damit ist der Minimalabstand dp,;,(U) = 2. Der Code ist also
1-fehlererkennend. Treten jedoch zwer Bitfehler auf, so fdllt dies
nicht auf. Wir kénnen auch nicht feststellen, welches Bit ver-
félscht wurde. Allerdings lasst sich ein fehlendes Bit (bekannter
Position) rekonstruieren (vorausgesetzt die restlichen sind kor-
rekt). Ein dhnliches Verfahren wird auch bei der ISBN-Nummer
(internationale Standardbuchnummer) im Buchhandel eingesetzt,
siehe Ubungsaufgabe 5.30.

— o
— = O

U= Bild(
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5.13.3 Fehlerkorrektur

Wir diskutieren nun, wie ein erkannter Fehler korrigiert werden
kann. Zum Decodieren von ¢’ € K™ gehen wir allgemein wie folgt
Vor:

Bestimme ein ¢ € Bild(G) mit d(c,¢’) minimal.

Inbesondere fiir ¢/ € Bild(G) ist also ¢ = ¢/. Oder ausgedriickt mit
der Kontrollmatrix A und dem Fehler e = ¢’ - ¢:

Bestimme ein e € K™ mit d(e,0) minimal und He = H¢'.

Beachte dabei, dass d(e,0) = d(¢/,¢) und He =0 < He = Hc'.
Schliefslich berechnen wir das eindeutige v € K™ mit G -v =
c. Dieses Verfahren bezeichnet man als Nearest-Neighbour-
Dekodierung.

Definition 5.13.12 Der Code U heifit r-fehlerkorrigierend,
wenn es fir alle ¢ € K™ maximal ein c € U gibt mit d(c,c’) <r.

Die Bezeichnung ist sinnvoll: Wird also ¢ in héchstens r Bits
zu ¢ gestort, dann liefert die Nearest-Neighbour-Dekodierung
angewendet auf ¢ wieder ¢ zuriick.

Lemma 5.13.13 Der Code U ist r-fehlerkorrigierend, falls
nin(U) > 2r +1
Beweis. Gibt es ein w € K™ und v,u € U, v # u und
d(w,u) <r und d(w,v) <r

dann ist

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) = 2r,

ein Widerspruch zu dp,;, (U) 2 2r + 1.
Dabei verwenden wir, dass der Hammingabstand die Drei-
ecksungleichung

d(u,w) + d(w,v) > d(u,v)

fiir alle u,v,w € K™ erfiillt (Ubung). Diese ist ein wesentlicher
Bestandteil einer verniinftigen Abstandsdefinition (neben den Ei-
genschaften d(u,v) >0, d(u,v) = d(v,u) und d(u,v) =0 < u=2v
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d(v.u) duw

v dv,w)

Abbildung 5.7: Dreiecksungleichung

fir alle u,v € K™). Siehe Abbildung 5.7 fiir die Dreiecksunglei-
chung im Fall des Euklidischen Abstands auf R2.

|

Wir diskutieren nun einen Code, der einen Fehler korrigieren
kann, d.h. 1-fehlerkorrigierend ist:
Definition 5.13.14 Sei s > 2, n = 25 -1 und H € K" die
Matriz mit allen Vektoren 0 + v € K* in den Spalten. Der Co-
de Ker(H) mit Kontrollmatriz H heifst Hamming-Code mit s
Kontrollbits.

Bestimmen wir eine Basis des Kerns von H und schreiben die
Basisvektoren in die Spalten einer Matrix G € K™  dann gilt

Ker(H) = Bild(G),

also ist GG eine Generatormatrix fiir den Code. Mit der Dimensions-
formel folgt m =n - s, d.h.

G ¢ Kmen),

Es werden also tatsachlich n—s Bits zusammen mit s Kontrollbits
in einen Block von n Bits codiert.

Beispiel 5.13.15 Fir s = 3 erhalten wir (bis auf Umsortieren
der Spalten)

1 001011
H=10 101101
0 01 0111
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Da H schon Zeilenstufenform hat, konnen wir sofort eine Basis
des Kerns ablesen:

1 011
1101
0111
G=11000
0100
0 010
0 001

Insbesondere gilt fiir den Minimalabstand des Codes U = Bild(G) =
Ker(H)

und somit ist der Code 2-fehlererkennend und 1-fehlerkorrigierend.
Zum Beispiel wird die Nachricht

1
1 0
1 1
v=1, i den Vektor c¢c=G-v=] 1
0 1
0
0
codiert. Storen wir ¢ zu
1
1
1 0
=11 erhalten wir H-c'=] 1 |#0
1 0
0
0

und erkennen ¢ somit als fehlerbehaftet.
Zur Fehlerkorrektur suchen wir ein e € K7 mit

H-e=H-(d'-¢)=H-¢
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und d(e,0) minimal. Es gilt

\

=
[esienBen e el =

Il

=

Q\

Il

_

a

und fiir den Einheitsvektor e ist klarerweise d(e,0) = 1 minimal.
Somit erhalten wir

(@)
1
Q\
|
™
Il
O O = =
|
[l ololNoeNall e
1
OO = = = O K

und daraus wiederum das korrekt dekodierte Urbild v mit Av = c.

Bemerkung 5.13.16 Bei den Hammingcodes ist e leicht zu fin-
den, denn jeder Vektor 0 # v € K* tritt als Spalte von H auf,
d.h. fir jedes ', das als fehlerhaft erkannt worden ist, d.h. mit
H - #0, gibt es einen Einheitsvektor e; mit

H-d'=H-e;.

Weiter ist fir einen Einheitsvektor stets d(e;,0) = 1 minimal.
Wir erhalten also sofort

c=c —e;.

Bemerkung 5.13.17 Ist 0 < p <1 die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Bit korrekt ibertragen wird, so ist die Wahrscheinlichkeit von
mazimal 1 Fehler in einem Block von n Bits gleich

p"+n-p™ Tt (1-p)

(Wahrscheinlichkeit fm". genau O Fehler plus Wahrscheinlichkeut
fir genau 1 Fehler). Ubertragen wir N Datenbits so ist beim
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Hamming-Code aus Definition 5.13.1/ die Wahrscheinlichkeit ei-
ner mit Fehlerkorrektur richtigen Ubertragung gleich

N
n—s
J

(p"+n-p" - (1-p))
denn in jedem Block von n Bits sind n—s Datenbits codiert.

Beispiel 5.13.18 Gigabit-Ethernet hat eine typische Raw-Data-
Fehlerrate von 10719, also ist p = 1-10719. Innerhalb eines Jahres

konnen wir
N =10°-3600-24-365 ~ 2°4

Bits tibertragen (der Dateninhalt von etwa 840000 DVD). Fiir
den s =3 Hammnig-Code ist die Wahrscheinlichkeit einen Block
von n — s =4 Bits mit Fehlerkorrektur richtig zu tbertragen

99.999999999999999979 %,
und somit fir alle N Bits
99.83 %.

Ohne Fehlerkorrektur erreichen wir dieselbe Wahrscheinlichkeit

schon nach
In(0.9983)

In(p)

(diese Zahl B ist die Lésung von pB = 0.9983), entsprechend
einer Betriebszeit von 0.017 Sekunden.

~1.7-107 Bits

5.14 Determinanten

Die Determinante ordnet einer quadratischen Matrix A € K™
ein Korperelement det(A) € K zu. Wir betrachten zunéchst den

Fall A € R?*2. Fiir
A= ( ail a2 )
az1 a2

ist die Determinante definiert als

det(A) = a11a922 — Q12491 -
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(a21,a22)

(a11,a12)

Abbildung 5.8: Parallelogramm

Geometrisch kénnen wir det(A) (bis auf Vorzeichen) interpre-
tieren als Fldche des Parallelogramms aufgespannt von den
Zeilen von A (siche Abbildung 5.8):

Zunéchst bemerken wir, dass das Quadrat mit Seitenldnge 1

die Flache
1 0
det( 01 ) =1

hat. Sei aj; # 0 (sonst analog). Subtraktion des 22-fachen der
ersten Zeile von der zweiten Zeile (d.h. Scherung) éndert die
Fléache nicht, siche Abbildung 5.9. Damit erhalten wir

an a2
a
0 ap-"*ar

ail

siehe Abbildung 5.10. Es ist a9 — Z—'ﬁalg = (0 genau dann, wenn

die Zeilen von A linear abhéngig waren. In diesem Fall ist die
Flédche des Parallelogramms 0 und auch det(A) = 0. Anderenfalls
erhalten wir durch Subtraktion eines Vielfachen der zweiten von

der ersten Zeile
ajl 0
0 ax- Z—fiam

siche Abbildung 5.11. Die Zeilen dieser Matrix spannen ein Recht-
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(a21, a22)
(0, a22 - Z—fialz)

(CL11, 0/12)

N
7z

Abbildung 5.9: Subtraktion eines Vielfachen des ersten Erzeugers
des Parallelogramms vom zweiten.

(0,a2 - Z—fiam)

(a11, a12)

v

Abbildung 5.10: Parallelogramm nach Scherung
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(0,a2 a21a12)‘

ail

' (CL21, CL22)
(

aii, 0)

Abbildung 5.11: Scherung zum Rechteck

eck auf mit Flache

a1 (a22 - %au) = det(A)
an
was die Behauptung zeigt, siche Abbildung 5.12.
Weiter gilt
Zeilen von A sind linear abhéngig < det(A) =0
oder dquivalent

A invertierbar < det(A) # 0.

Wir wollen nun in analoger Weise fiir beliebiges n eine Volu-
menfunktion fiir das von den Zeilen von A aufgespannte Paral-
lelepiped definieren:

Definition 5.14.1 Sei K ein Korper. Die Determinantenab-
bildung ist definiert als

det: K" - K
det(A) = > sign(o) - ai,(1) - - Uno(n)

oeSy
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(0,a92 - 2rayz)

(a11,0)

Abbildung 5.12: Zum Parallelogramm flachengleiches Rechteck

221

Lemma 5.14.2 Wir bezeichnen mit a;,b; € K™ die Zeilen der
jeweiligen Matrix und mit E die n xn Einheitsmatriz. Es gilt:

(D1) det ist multilinear, d.h. fir jedes i = 1,...,n und jedes

e K gilt
ax
;-1
det ai+bi =det
Aj+1
Qp
und
aj
;-1
det A a;
Ai+1

an

= A-det

+det b;

ai

Q-1

Qi+l

Qn
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qilt

(D2) det ist alternierend, d.h. sind zwei Zeilen von A gleich, so

det(A) = 0.
(D3) det ist normiert, d.h.

det(E) =1.

Beweis. Schreiben wir a; = (@, ;) und b; = (b; ;) dann gilt

ZS: sign(a) . aLg(l) et (aiyo(i)+bi,0(i)) et an,o(n)

oeSy

Z sign(a) “A1,0(1) " - -aip(i) Cee " Qp o (n)

o€eSn

+ Z sign(a) CA1,0(1) e bi’g(i) teen O o(n)

und

ZS: sign(a) . CLLU(I) et ()\-ai’(,(i)) et amg(n)

€Sy

= )\ Z Sign(a) . al’g(l) et az-,g(i) et an,(,(n)
und damit (D1).

Zu (D2): Sei i # j. Mit der Transposition 7 = (4,7) gilt
S, = AUA, T
(denn S,,/A, ={id, A, -7}), also

det(A) = Z A1,0(1) * -+ " An,o(n)

oA,

- Z al,a(T(l)) Teeet an,o(T(n))

oeAn,

wobei wir verwenden, dass sign ein Gruppenhomomorphismus
ist, also

sign(o o 7) = sign(o) - sign(7) = —sign(o).

Angenommen die i-te und j-te Zeile sind gleich, d.h. a; = a;.
Dann ist

Lo(r(1)) "+ Qio(r(@) "+ Lo(r(5)) "o+ " Anyo(r(n))

= al’g(l) et ai’g(j) et aj,g(i) et anyg(n)
= al,a(l) et CLLJ(Z') et CLjJ(j) et an,g(n).

222
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In der Formel fiir det(A) tritt also jeder Summand einmal mit
positivem und einmal mit negativem Vorzeichen auf.

(D3) folgt sofort aus der Definition. m

Man kann zeigen, dass det durch diese Eigenschaften schon
eindeutig bestimmt ist (Ubung).

Corollar 5.14.3 Sei Ae K™,
1) Entsteht B aus A durch Vertauschen von zwei Zeilen, so
qgilt
det(A) = —det(B)

2) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zei-
le dndert den Wert der Determinante nicht.

3) Ist A eine obere Dreiecksmatrix
)\1 *
0 An

dann st die Determinante das Produkt der Diagonalele-

A:

mente:
det(A) =A1-...- A\,
4) Es gilt
A invertierbar < det(A) #0
Beweis.

1) Mit (D1) und (D2) gilt fiir ¢ # 5

a,-+aj a; (1,]'
det : =det]| : +det|
al-+aj a; G,j
0 0 0
a; a;
+det| : +det|
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2) Mit (D1) und (D2) gilt fiir i # j

ai ai ai
a;-1 a;-1 a;-1
det| a;+A-a; =det a; +A-det| a;
Qi+l Qi+l Qi+t
Qn ) Qn an
| —

0

3) Angenommen alle \; # 0. Durch Addition von Vielfachen

von Zeilen zu dariiberliegenden Zeilen konnen wir A in die
Diagonalmatrix

A1 0

0 An
transformieren. Fiir diese erhalten wir in der Definition der
Determinanten nur den Summanden A;-...-\,, entsprechend

og=()eS,.

Sei anderenfalls ¢ maximal mit A; = 0. Durch Addition von
Vielfachen der (i + 1)-ten bis n-ten Zeile kénnen wir die
i-te Zeile komplett zu Null machen

[\ *

’ i1

0 An
Aus der Definition der Determinante folgt, dass det(A) =0,

denn jeder Summand enthélt einen Faktor aus der i-ten
Zeile.

Mit Bemerkung 5.5.10 und Satz 5.8.4 gilt: A invertierbar
< 1k A =dimBild A = n < Zeilenstufenform von A ist

IV
0 |
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mit )\1, 7)\n +0.

|
Das Corollar gibt uns Algorithmus 5.6 zur Bestimmung der
Determinanten.

Algorithmus 5.6 Determinante
Input: Ae K
Output: det(A)
1: Durch Addition von Vielfachen von Zeilen zu anderen Zei-
len und Zeilenvertauschungen bringe A auf die Form einer
oberen Dreiecksmatrix

0 .)\n

2: v := Anzahl der Zeilenvertauschungen

3: return det(A) = (-1)vdet(D) = (-1)?- A1 -...- \p.

Man beachte, dass auch Diagonalelemente \; = 0 sein kon-

nen, und zwar genau dann, wenn D weniger als n Stufen hat. In
diesem Fall ist det(A) = 0.

Beispiel 5.14.4 Fiir die Determinante von

1 -1 -1
A=11 -1 1
2 -1 0
erhalten wir als
1 -1 -1 1 -1 -1
det(A)=det| 0 0 2 |==det| 0 1 2 |=-2
0 1 2 0 O 2

Vorsicht: Nach (D1) dndert die Multiplikation einer Zeile mit
einer Konstanten den Wert der Determinanten. Lassen wir auch
diese Operation zu, so kénnten wir fortfahren:

1 -1 -1 1 -1 -1
det(A)=-det] 0 1 2 |=-2-det] 0 1 2 |=-2
0 0 2 0 0 1



5. VEKTORRAUME 226

In MAPLE ldsst sich die Determinante berechnen mit:
with(Lineardlgebra) :
4 :=<<1,1,20|<-1,-1,-1>]<-1,1,0>>:
Determinant (4);
-2

Satz 5.14.5 Sind A, B € K™", so gilt
det(A- B) =det(A) - det(B)

Beweis. Da Bild(A- B) c Bild(A) gilt tk(A- B) < rk(A). Fiir
det(A) =0 ist also auch det(A- B) =0.
Sei nun det(A) # 0. Nach Corollar 5.14.3 und (D1) gilt

det(T - B) = det(T') - det(B)

falls T' e GL(n, K) eine elementare Zeilenoperation darstellt. Mit
Algorithmus 5.5 ist A =T} -...- Ty das Produkt solcher Matrizen,
also

det(A- B) =det(1}) - ... - det(T5) - det(B)
Insbesondere fiir B = E folgt
det(A) = det(T}) - ... - det(Ty)

und damit die Behauptung. =
Mit det(E) =1 erhalten wir:

Corollar 5.14.6 Fir Ae GL(n,K) ist

1
det(A)’

det(A™) =

Beispiel 5.14.7 Als Illustration des Corollars bestimmen wir
die Inverse fiir A aus Beispiel 5.1/./ und beobachten wie sich
in jedem Schritt die Determinante dndert
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1 -1 -1 100
det(A) = det| 1 -1 1 1= det|] 0 1 0
2 -1 0 00 1
1 -1 -1 1 00
- det| 0 0 2 - det| -1 1 0
0 1 2 2 0 1
1 -1 -1 100
= —det| 0 1 2 - ~det| -2 0 1
0 2 110
1 -1 -1 10
= -2-.det 1 = —2-det|] -2 0 1
1 1
0 0 1 -1l
1 -1 0 1 30
= —2-det|] 0 1 O = —2.det|] -1 -1 1
1 1
0 0 1 -1
100 -3 -3
= —2.det| 0 1 0 = —2.det| -1 -1 1
1 1
00 1 -1l
= -2 = -2 det(A‘l)
5.15 Anwendung: Eigenvektoren und Page-
Rank

5.15.1 Setup

Die Grundidee des Page-Rank-Algorithmus ist Internetseiten nach
Wichtigkeit zu sortieren. Wir betrachten eine Seite als umso be-
deutender je mehr Seiten sie verlinken. Dabei werden wiederum
Links von bedeutenden Seiten stiarker gewichtet. Das Internet
kénnen wir als gerichteten Graphen auffassen.

Beispiel 5.15.1 Als Beispiel betrachten wir den Graphen in Ab-
bildung 5.15.
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Abbildung 5.13: Gerichteter Graph von Links zwischen Inter-
netseiten.

Sei n die Anzahl der Seiten. Dann codieren wir die Informa-
tion des Graphen in einer Matrix A = (a; ;) € R™" wobei

ﬁ wenn Seite j die Seite ¢ verlinkt
a; ; = J
7”] 0  sonst

und N; die Anzahl der Links von j auf eine andere Seite ist.
Wir koénnen also a;; interpretieren als die Wahrscheinlichkeit
von Seite j auf Seite ¢ zu gelangen, wenn wir einen zufélligen
Link anklicken. Ein Problem haben wir bei der Definition, wenn
N; =0, es also eine Seite ohne Links gibt. Deshalb ersetzt man
in der Praxis A durch die gewichtete Summe a- A+ (1 -a)- B,
wobei 0 < a < 1 und

1 1
n n
B= :
i 1
n n

Dies modelliert, dass ein Surfer mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit eine beliebige Seite im Internet direkt anspringt (deren
Adresse ihm z.B. bekannt ist, weil er sie in seinen Bookmarks
gespeichert hat). Die Konstante av wird empirisch durch Nutzer-
studien bestimmt.

Die Matrix A ist gerade so definiert, dass alle Spaltensummen
gleich 1 sind. Allgemein definiert man:
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Definition 5.15.2 Eine Matriz A = (a;;) € R™™ heifst Mar-
kovmatriz, falls a;; >0 fir alle i,j und

n
Z Qi = 1
i=1

fur alle i.

Beispiel 5.15.3 Fliir den obigen Graphen erhalten wir

0011
1
1000

A‘%loo
o000

Sei z; die Wichtigkeit der Seite j, d.h. die Wahrscheinlichkeit,
dass sich ein Zufallssurfer auf der Seite 7 authélt. Dann berechnen
wir die Wichtigkeit der Seite ¢ als

n
RIS
j=1

Um die Wichtigkeit aller Seiten zu bestimmen, muss man also
schon die Wichtigkeit aller Seiten kennen. Dies ist ein sogenann-
tes Eigenwertproblem: Wir suchen einen Vektor 0 # x € R™ mit

A-x=ux,

aquivalent mit

(E-A)-x=0

Allgemein definiert man:

5.15.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.15.4 Sei K ein Kérper. Ist A € K™ eine qua-
dratische Matrix, dann heifit A € K Eigenwert von A, wenn es
ein 0+ xe K™ gibt mit

Ax =Mz

und x heifst Figenvektor von A zum Eigenwert \.
Weiter heifst

Eig(A4,\) = Ker(AE - A) c K"

der Eigenraum von A zum Eigenwert \.
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Als Kern ist Eig(A, \) ein Untervektorraum. Bis auf den 0-
Vektor sind die Elemente von Eig( A, \) genau die Eigenvektoren
von A zum Eigenwert .

Satz 5.15.5 Fir Ae K™ gilt
Eig(A,\) # {0} <= det(AE-A) =0
Beweis. Mit Satz 5.8.4 und Corollar 5.14.3.(4) gilt
Eig(A,\) # {0} <= dimKer(AE-A4)>0

<= AF - A ist nicht invertierbar

— det(AE-A)=0

|

Eine quadratische Matrix A € K™ konnen wir als Endo-
morphismus auffassen, d.h. als Homomorphismus mit Ziel gleich
Quelle. Bei der Bestimmung einer Normalform D wollen wir also
in Ziel und Quelle denselben Basiswechsel durchfiihren:

Kn A Kn
T1 T
K* - Kn
D
das heifst
D=T"1 A-T.

Ist es moglich T so zu wahlen, dass D eine Diagonalmatrix ist

A1 0
D= .
0 An
(das ist nicht klar, denn fiir die Normalform hatten wir ja ver-

schiedene Basiswechsel in Ziel und Quelle zugelassen), dann kon-
nen wir damit leicht Potenzen von A bestimmen: Es gilt

Al =(T-D-TYY =T.-D7.T™!
und :
A 0
DI =
0 X,
Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 5.36.
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Definition und Satz 5.15.6 Sei A€ K™". Dann gilt: K™ hat
eine Basis aus Eigenvektoren von A, genau dann, wenn A dia-
gonalisierbar ist, d.h. wenn es ein T € GL(n, K) gibt mit

M0
T A-T-= =D
0 A

und die X\; sind Eigenwerte von A.

Beweis. Zu <: In den Spalten von T" € GL(n, K) steht eine
Basis. Ist ¢; die i-te Spalte von T', dann gilt wegen A-T =T- D,
dass

Zu =: Sei tq, ..., t, die Basis aus Eigenvektoren und T = (¢ | ... |
tn,). Dann gilt A-t; =t;- \;, also

A-T=T-D.
|

Definition und Satz 5.15.7 Sei A € K™". Die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

xa(t) =det(t- E-A) e K[t]
i K sind genau die Eigenwerte von A.

Beweis. Mit Satz 4.2.10 (Einsetzen in Polynome ist ein Ring-
homomorphismus) und Satz 5.15.5 gilt

Xa(A) =0 < det(A-EF-A)=0<« Eig(A4,\) # {0}
]

Bemerkung 5.15.8 Ist A diagonalisierbar, dann gilt mit Satz
5.14.5 und Corollar 5.14.6, dass

xa(t)=det(t-E-A)=det(T-(t-E-D)-T™1)
=det(T) -det(t- E-D)-det(T)!
= xp(t) = iy (¢ = )™
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mit den paarweise verschiedenen Figenwerten iy, ..., pus € K von
A und den algebraischen Vielfachheiten n; >0 von p;. Das
heifst:

Vielfachheit der Hdufigkeit mit der p; auf der

Nullstelle u; von x4(t) —  Diagonalen von D vorkommit

Satz 5.15.9 Fine Matriz A € K™" st diagonalisierbar genau
dann, wenn x a(t) € K[t] in Linearfaktoren zerfdllt, d.h.

xa(t) = H;(t — )™ mit p; € K

und die geometrischen Vielfachheiten dim Eig(A, ;) mit den
algebraischen Vielfachheiten n; tbereinstimmen, d.h.

dimKer(u; E - A)=n; Yi=1,...;s.

Beweis. Wir beweisen, dass Vektoren ungleich 0 aus verschiede-
nen Eigenrdumen nicht linear abhéngig sein kénnen. Die Basen
der Eigenrdume fiigen sich also zu einer Basis des K™ aus Eigen-
vektoren zusammen.

Zur linearen Unabhéngigkeit: Fiir v; € Eig(A, ;) zeigen wir
mit Induktion nach s

Vi+...+0,=0 =— vy =...=0v,=0.

Der Induktionsanfang s = 1 ist klar.
Induktionsschritt s — 1+ s: Ist Z:zlvi =0, dann

0= (e = A) (L) = X002 (s = i)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt (ps—p;)v; = 0 und somit v; = 0
Vi=1,...,5s—1, also auch vy, =0. =
Man sagt dann auch: Die Summe der Eigenrdume

Do Big(A, ) = {30 i | v e Big(A, i)} = K*

ist eine direkte Summe und schreibt @;_, Eig( A, u;).
Bemerkung: Es gilt stets dim Eig(A, ;) <n; (Ubung).
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Beispiel 5.15.10 Fuir

4 0 2
A= -2 2 -2
-4 0 -2
151
t-4 0 -2
xa(t) =det(tE—A)=det| 2 ¢t-2 2
4 0 t+2
t-4 0 -2
= det 0 t-2 2+ﬁ
4
0 0 t+2+m
=7 —4t* + 4t
=t(t-2)?

Man beachte, dass wir hier mit rationalen Funktionen in Q(t) =
Q(Q[t]) rechnen, das Ergebnis nach Definition der Determinan-
ten aber in Q[t] sein muss.

Somit hat A die Figenwerte 0 und 2 mit den Eigenrdumen

Eig(A,0) = Ker(A) = < i )

0 -1
Eig(A,2) =Ker(2E - A) = < 1|, O >
0 1

die wir mit dem Gaufalgorithmus bestimmen. Schreiben wir die
Basen der FEigenrdume in die Matriz T (die Basiswahl in den
einzelnen FEigenrdumen spielt keine Rolle, die Reihenfolge der
Spalten bestimmt die Reihenfolge der Diagonaleintrage von D),
so erhalten wir

0 -1 -3 -1 1 -1
T=11 0 3 und T7'=] -2 0 -1
0 1 1 2 0 2
und es gilt
2 0 0
T'AT=|0 20
000
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In MAPLE berechnet folgender Code die Eigenwerte und Ei-

genriume von A:
with(Lineardlgebra):
4 :=<<4,-2,-4><0,2,05|<2,-2,-2>>:
Eigenvectors(4);

2] -1 0 -

21, 0 1 1L

0 1 0 1
Direkt diagonalisieren kénnen wir A mit:
T:=JordanForm(4, output=’’);

1
2

[ -1 1 -1
T:=]1 1 -1 0
2 -1 1

T~(-1) . 4 . T;
0 0
0 0
0 2

o NN O

Man beachte, dass die Diagonalform eindeutig durch A fest-
gelegt ist bis auf die Reihenfolge der Eigenwerte. Die Matriz T
dagegen ist nicht eindeutig bestimmt, da die Figenrdume jeweils
viele verschiedene Basen besitzen.

Siehe dazu auch Aufgabe 5.3).

Bemerkung 5.15.11 Nicht jede quadratische Matriz ist diago-

nalisierbar, z.B.
_ 11 2x2
A= ( 01 ) e K

hat nur den Eigenwert 1 und

s (1))

es gibt also keine Basis von K? aus Figenvektoren. In diesem
Fall kann man die Jordansche Normalform berechnen, die
fir A gleich A wdre.

Fin anders geartetes Problem zeigt folgendes Beispiel: Fir

_ 0 ]- 2x2
A—( 1 O)ER
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qgilt
xa(t)=t*+1
und somit hat A in R keine Figenwerte, ist also nicht diagonali-
sierbar. Aufgefasst als Matriz in C**? dagegen schon, denn tber
C hat A die Eigenwerte +i.
Siehe dazu auch Aufgabe 5.35.

5.15.3 Markovmatrizen

Satz 5.15.12 Jede Markovmatriz hat den Figenwert 1.

Beweis. Sei A eine Markovmatrix. Mit Ubung 5.32 hat eine
Matrix und ihre Transponierte dieselbe Determinante, also

xa(t) =det(t- E - A) =det((t- E - A)) = xa:(t).
Weiter hat A den Eigenwert 1, denn
1 1
Al s =]
1 1
Die Behauptung folgt dann weil mit Satz 5.15.7 die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms gerade die Eigenwerte sind. m
Man kann zeigen, dass es einen Figenvektor zum Eigenwert
1 mit nicht-negativen Eintrégen gibt. Klar ist, dass wir ihn auf
Spaltensumme 1 normieren und somit die Eintrdge als Wahr-
scheinlichkeiten interpretieren konnen.

Beispiel 5.15.13 Fiir die Matrix A in Beispiel 5.15.3 erhalten
wir mit dem Gaufalgorithmus

1 0 -1 -1 1 0 -1 -1
1 1 1
L1 0 o0 o1 -1 -1
— A= 3
E-A —%—110”0—1%—%
1 2
Lo 0 1 o0 -1 2
10 -1 -1 10 -1 -1
1 1 1 1
R N P IR
0o LI -2 00 1 -2
1 2
00 -1 2 00 0 0
10 -1 -1 100 -3
01 0 -1 010 -1
(ard (rd
00 1 -2 00 1 -2
00 0 0 000 0
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)

Das Ranking der Internetseiten mit dem Linkgraphen aus Abbil-
dung 5.13 ist also gegeben durch die Aufenthaltswahrscheinlich-
keiten

also

N = W

Eig(A,1) =Ker(E£ - A) = (
1

T
d.h. Seite 1 ist wichtiger als Seite 3, und diese ist wiederum
wichtiger als die Seiten 2 und 4.

3121
(I1,$2,$379€4) = ( );

5.16 Ubungsaufgaben

Ubung 5.1 Sei V ein K -Vektorraum und U c V ein Untervek-
torraum. Zeigen Sie:

1) (-1)-v=—v fir alleveV.

2) U ist mit der von 'V induzierten Addition und Skalarmul-
tiplikation ein K -Vektorraum.

Beispiel 5.16.1 Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge V c
Q> fiir folgende Gleichungssysteme und eine Basis von V :

1)

T, + 219 + 21‘3 - 2x4 - s = 0
—21’1 - 3372 - r3 + 81’4 + Ty = 0
ry + 4x9 + 8x3 + 8xry - 4dxs = 0
2513'1 + 55132 + 7.%'3 + 2512'4 - 45135 = 0
2)
1 + To + r3 + Ty - s = 0
Ty + 2%2 + 3.’133 + 4.1'4 - 51}5 = 0
xry + 4xe +  9x3 + 16xy - 2525 = 0
r1 + 8%2 + 27%3 + 64ZL'4 - ].251’5 = 0
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Beispiel 5.16.2 Bestimmen Sie fir jedes t € Q eine Basis des
Losungsraums V; ¢ Q3 des homogenen linearen Gleichungssy-
stems

—T1 + To — 2([,‘3 = 0
ry + (t-1)-z9 + 205 = 0
2r1 + (t—Q)ZL‘Q + (t2—t+4)'$3 = 0

Ubung 5.2 Sei

ll =011%1 t ... A1 Ty = 0

ly=a 21+ ...+ = 0

mit a; ; € Q ein homogenes lineares Gleichungssystem. Schreiben
Sie jeweils eine Funktion, die

1) das System in Zeilenstufenform bringt.
2) das System in reduzierte Zeilenstufenform bringt.

3) eine Basis des Losungsraums bestimmd.
Ubung 5.3 Sei d>2 und

Rzl ={feR[z]|deg f < d}
der Vektorraum der Polynome vom Grad < d.

1) Priifen Sie, ob die folgenden Teilmengen Untervektorrdume
von R[z]_, sind:

Ur={feR[z]4] f(0)=0}
Uy={feR[z],|f(0)=1}

Us={feR[z],| f(1)=0}

1

Ui={feRlal,| [ f@)do-0}

Us={f e R[]y f'(0) + /7 (0) =0}

Us={f eR[z]5| [ (0)- /" (0) = 0}
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2) Bestimmen Sie bei den Untervektorriumen U; jeweils eine
Basis.

Ubung 5.4 Bilden die Vektoren

1 0 0 0

0 1 0 0 .
ol o Il 1 ] 1 [ER
0 -3 -1 1

eine Basis von R*? Beweisen Sie Ihre Behauptung.

Ubung 5.5 Zeigen Sie: Fiir jedes b € R bilden die d+1 Polynome
1L (z-b),(z-b)%, ..., (x-b) eR[z],

eine Basis von R[z]_,.

Ubung 5.6 Seip eine Primzahl und F, =Z[p der endliche Kor-
per mit p Elementen.

1) Zeigen Sie: Jeder d-dimensionale F - Vektorraum V hat ge-
nau p® Elemente.

2) Sei V = (Fy)* und

1 1
U1 = 1 Vo = 1
1 0

Bestimmen Sie alle Elemente des Untervektorraums (vy, ve)
V' und alle Vektoren vs € V', sodass vy, vy, v3 eine Basis von

V' bilden.

3) Wieviele verschiedene Basen von (Fp)d gibt es? Geben Sie
eine Formel an.

Ubung 5.7 Bestimmen Sie welche Teilmengen von
{m?’ +x, 2%, 2, 2?+1, x, 1}

Basen von R[z]_, bilden.
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Ubung 5.8 Sei K ein Korper, und seien U,V ¢ K™ Untervek-
torrdume gegeben durch Basen uq,...,us von U und vy,...,v; von

V.

1) Zeigen Sie, dass UnV c K™ ein Untervektorraum ist.

2) Beschreiben Sie einen Algorithmus zur Bestimmung einer
Basis von UnNV.

3) Wenden Sie Ihr Verfahren auf die Untervektorriume

4 2 2 4 2
0 1 0 3 2
4 1 1 3 1
von Q* an.
Ubung 5.9 Sei
0 -2
1 -2 3 -4 1 -1
A:(—:s 2 -1 0) und B=19
3 1

Berechnen Sie AB und BA. Wie konnen Sie AB + BA auch
ohne Rechnung sofort sehen? Bestimmen Sie den Rang von BA.

Ubung 5.10 1) Berechnen Sie jeweils eine Basis des Kerns
von

1 2 2 -2 -1
A= 2 -3 -1 8 1 |eQ* B-=
1 4 8 8 —4

€ (Z/5)3<3

W N =
ISV V)
O = W

2) Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge fir die linearen
Gleichungssysteme

I 2 X
Al = -7 Bz | =
x5 -7 x3

—_ O =



5. VEKTORRAUME 240

Ubung 5.11 Fiir welche t € R ist das lineare Gleichungssystem

il 24t
. x2 = ¢
3 t
Ty

losbar? Bestimmen Sie fir alle t € R die Lisungsmenge.

T =
— =
— = N
)

Ubung 5.12 Sei

d
d_l‘ : Q [x]g?, - @ [x]g
der durch die Ableitung gegebene Q- Vektorraumhomomorphismus.
1) Bestimmen Sie beziiglich der Basen
Q=(1, z-1, (z-1)% (z-1)*)

von Q[z] 4 und
A=(1,2,2%)

von Q[x]_, die darstellende Matriz
d
A= MQ (_) 3x4
M) © Q

2) Berechnen Sie die Ableitung des Polynoms
p=2(x-1)2+3(x-1)+7

direkt und mattels der Formel

i=chOAOCOQ.

dx

3) Berechnen Sie die Inverse von T = (wy | we | ws) € Q33 fiir
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4) Bestimmen Sie die darstellende Matriz
Mg (A) e Q™

beziiglich der Basis w = (wq,wq,w3) von Q3 und der Ein-
heitsbasis € = (e, ..., eq) von Q*. Kdnnen Sie die Matriz im
Sinne von Ableitungen interpretieren?

Ubung 5.13 SeideN, t1,....t51 € R und

F: Rlz], - Rit

p(tl)
p = :
p(tas)

1) Zeigen Sie, dass F' ein Homomorphismus von R-Vektorriumen
15¢.

2) Bestimmen Sie die darstellende Matriz MY (F) von F be-
ziiglich der Basis Q = (1,z,...,2%) von R[z]_, und der
Standardbasis A = (e, ...,e441) von R,

3) Seid=3 und t; = -4, ty =0, t3 = 1, ty = 4. Zeigen Sie,
dass M (F) ein Isomorphismus ist und bestimmen Sie das

Urbild von

e R,

o = O

0
Vergleichen Sie mit Aufgabe 4.18.

Ubung 5.14 Seien V und W zwei K -Vektorriume mit Basen
Q= (vy,...,0,) und A = (wy,...,wy,,). Zeigen Sie: Die Menge
Homyg (V,W) der Homomorphismen V. — W wund die Menge
Kmm der n x m-Matrizen sind K -Vektorraume und die Abbil-
dung
Homg (V,\W) - Kmm
F — MY(F)

st ein Isomorphismus.
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Ubung 5.15 Fir Matrizen A, B € K™ und C'e K™ gilt
(A+B)-C=A-C+B-C,
fir Ae K™ ynd B,C € K™*"
A-(B+C)=A-B+A-C
und fir Ae Km™m, Be K™ (e K™, dass
(A-B)-C=A-(B-C).

Ubung 5.16 Bestimmen Sie jeweils eine Basis von Ker A und
Bild A fiir folgende Matrizen:

o 2
A=|2 3 4 |e@ A= e (F3)™?
3 4 5 00
1 2
1 2 2 -2 -1
9 3 -1 8 1 s
A=l 1 4, g 5 4 |€@Q

Dabei bezeichnet F3 = 7Z[3 den Korper mit 3 Elementen.

Ubung 5.17 Bestimmen Sie die Lisungsmenge des folgenden
linearen Gleichungssystems:

11 1 1 1 1
123 4 | x| | 5
14 9 16 x5 | 7| 25
1 8 27 64 T4 125
Ubung 5.18 Sei
1 2 2 -2 1
-2 -3 -1 8 -1
A= 1 4 8 8 und b= 4
2 5 7T 2 4

1) Berechnen Sie eine Basis von Kern und Bild von A.
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2) Berechnen Sie die Losungsmenge L(A,b) c Q* des inho-
mogenen linearen Gleichungssystems A-x =b fiir v € Q*.

3) Bestimmen Sie das Urbild von b unter dem Isomorphismus

Q*'/Ker(A) — Bild(A)

T— A-x.

Ubung 5.19 Betrachten Sie den Tetraeder T

mit den Ecken

1 -1

p2=\| -1 p1 = 1
1 1

-1 1

pa=| -1 P3 = 1
-1 -1

Jede Bewegung des R3, die 0 festhdlt, ist ein Homomorphismus
R3 — R3. Geben Sie fir die Drehung mit Wirkung (1,2,3) € S,
auf den Ecken und fir die Drehspiegelung (1,2,3,4) jeweils die
darstellende Matriz in R33 an.

Hinweis: Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem zur Be-
stimmung der Eintrdge der Matriz auf.

Ubung 5.20 Fiir welche t € R hat das lineare Gleichungssystem

-1 1 1 T 0
2 t 1 zo |=1] 1
t+1 1 -1 T3 1

At

eine Losung, fir welche t ist sie eindeutig bestimmt. Stellen Sie
in diesem Fall die Losung durch Funktionen z; = x; (t) dar.
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Ubung 5.21 Berechnen Sie jeweils die Inverse A= fiir folgende
Matrizen:

1)

0 0 3 -4
12 6 0 10 et
A=13 3 3 3 [Q

4 -4 0 0

2)

2 1 1
A=[1 2 ofe(F3)*
01 2

Ubung 5.22 Sei K = Q. Schreiben Sie eine Funktion, die fir
eine Matrix T e K™

1) prift, ob T € GL(n, K), und
2) in diesem Fall die Inverse T~ berechnet.

3) Wenden Sie Ihre Funktion an auf die Matriz T € Q33 aus
Aufgabe 5.12, die Matriz A € Q¥4 aus Aufgabe 5.21.(1)
und

1 2
T=|2 3 e Q¥
3 4

U~ W

an.

4) Erweitern Sie Ihre Implementierung, sodass sie auch fiir
K =Z/p mit p prim funktioniert. Erproben Sie Ihre Funk-
tion an der Matriz A aus Aufgabe 5.21.(2).

Ubung 5.23 Implementieren Sie fir eine Matriz A € Qvm ej-
ne Funktion zur Bestimmung von T € GL(n,Q), sodass T - A
Zeilenstufenform hat. Schreiben Sie auch eine Funktion, die aus
T - A eine Basis von Ker A berechnet.

Hinweis: Verwenden Sie z.B. die Funktion RowOperation der
MAPLE-Bibliothek LinearAlgebra. Vergleichen Sie mit den Funk-
tionen GaussianElimination und NullSpace.
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Ubung 5.24 Sei

€ @4><3

o O O

OO~ O
w—OoO O O

Bestimmen Sie die darstellende Matriz von MJ (A) beziiglich der

Basen
) —12 _31 ! -
Q= ol 11,
0 1 0 0

A =

S O O =
o O =
-
-

. . €T x2
Kennen Sie den Homomorphismus L") 3)(A) :Q[r]e = Q[z]3?

(1,z,22,x

Ubung 5.25 Bestimmen Sie fiir

NN
N W = =
W Ot NN

1
1
2
1

N = W N

Matrizen T € GL(4,Q) und S € GL(5,Q), sodass T - A-S die

Normalform
E. 0
T-A-S —( 0 0 )

hat, wobei r =rang A und E, die r x r Einheitsmatriz ist.

1111
A=l 1 0 1 0 |eQ¥*
121 2

Bestimmen Sie T € GL(3,Q) und S € GL(4,Q) sodass T-A-S

Normalform hat.

Ubung 5.26 Sei

Ubung 5.27 Berechnen Sie fir die Matrizen in Aufgabe 5.17
jeweils die Determinante.
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ﬁbung 5.28 Seien aq,...,aq.1 Elemente eines Korpers K. Die
Matrix

1 a a? - acll

1 a a2 - ad
A=| 2 2 2

, 2 d

L ager agy - agy

nennt man eine Vandermondsche Matrix. Zeigen Sie

det A = H (Clj —CLi)

1<i<j<d+1

Ubung 5.29 Schreiben Sie eine Funktion, die fir A e Qmn die
Determinante det(A) berechnet. Erproben Sie Ihre Funktion an
der Vandermondschen Matriz fir d = 4 und a; = -2, ay = —1,
a3=0, CL4=1, CL5:2.

Ubung 5.30 Der ISBN-Code ist gegeben durch eine Identifika-
tionsnummer aus 9 nichtnegativen ganzen Zahlen ay,...,a9 und
einer zehnten Zahl aig € {1,...,9, X}, wobei X fiir 10 steht, mit

10
Y. ja; =0mod11

=1

Zeigen Sie:

1) Sind 9 der 10 Ziffern einer ISBN-Nummer gegeben, dann
kann man die fehlende Ziffer berechnen, wenn man weifs,
an welcher Position j sie steht.

2) Werden in einer ISBN-Nummer zwei ungleiche Ziffern ver-

tauscht, dann ist die Priifsummenkongruenz nicht mehr er-
fullt.

3) Es gibt Beispiele von zwei gultigen ISBN-Nummern, aus
denen man durch Vertauschen von jeweils zwei Ziffern die-
selbe ungiiltige ISBN-Nummer erhdlt. Insbesondere kann
man zwar noch feststellen, dass die Nummer ungiiltig ist,
jedoch nicht mehr die korrekte Nummer rekonstruieren.

Ubung 5.31 Sei s > 2. Implementieren Sie Codierung, Fehler-
erkennung und Dekodierung fir den Hamming-Code mit s Kon-
trollbits, z.B. in MAPLE.
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Ubung 5.32 Zeigen Sie:
1) Fiir Ae K™ gilt
det(A) = det(A")
2) Fir Ae K™™ und B e K™ gilt
(A-B):=B" A
3) Fir Ae GL(n,K) gilt
(A= (a7
4) Sei R ein kommutativer Ring. Uberpriifen Sie, dass obige

Aussagen auch fir Matrizen mit Koeffizienten in R sinn-
voll sind.

Ubung 5.33 Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume

von
2 6 -8
A=[1 -2 1 |e@*®
10 -1

Ubung 5.34 Diagonalisieren Sie
5 =5 -5 2 11
A=l 1 -1 -1 |eQ*® wund B=|2 2 1|eQ>3
3 -3 -3 -2 1 2

Ubung 5.35 Welche der folgenden Matrizen ist iber R diago-
nalisierbar, welche tiber C, welche ist nicht diagonalisierbar?

(3] e () e (5 )
Ubung 5.36 Fiir ag_i,...,ap € R sei V der Vektorraum der Fol-
gen (by), die der linearen Rekursionsgleichung

bn+d = @g-1bp4d-1 + ... + agb, Yn >0
gentigen. Zeigen Sie:

1) V ist ein d-dimensionaler R-Vektorraum.
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2) Die Indexshift-Abbildung T : V -V, (bg, b1, ...) = (b1, b2, ...)
st ein Endomorphismus. Bestimmen Sie die Matrizdar-
stellung von T beziiglich einer geeigneten Basis von V.

3) Das charakteristische Polynom von T ist

xr (t) =t = (ag1t™ ' + .+ art + ag)

Sei nun
V ={(by) | bn € R, byyo =bpi1 +b, Yn >0}
die Menge der Folgen vom Fibonacci-Typ.

4) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume der Indexshift-
Abbildung T

5) Stellen Sie die Fibonacci-Folge (f,) €V, gegeben durch die
Anfangswerte fo = 0, fi = 1, als Linearkombination der
Eigenvektoren von T dar.

6) Leiten Sie damit eine geschlossene Formel fir die Fibonac-
cizahlen her.
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